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1.12 ÐÑÏÂÏËÉÊÏÉ μÙÑÏÉ

ÅîÝ·ïõóá èÝóç åíôüò ôÞò êëÜóåùò ôùí ðáñáäåéãìÜôùí óõíåêôéêþí óõìðáãþí ôï-

ðïëïãéêþí ðïëõðôõãìÜôùí ïéáóäÞðïôå äéáóôÜóåùò êáôÝ·ïõí ïé ëåãüìåíïé ðñï-
âïëéêïß ·þñïé. ¸óôùK ∈ {RC} ôï óþìá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþíR Þ ôï óþìá

ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí C ÈÝôïõìå

 :=

½
1 üôáí K = R
2 üôáí K = C

(1.8)

èåùñïýìå ôï (õðïêåßìåíï óýíïëï ôïýK) ùò ôïR êáé ôï åöïäéÜæïõìå ìå ôç óõíÞèç
(åõêëåßäåéá) ôïðïëïãßá. Ï K-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò

K+1 = K× ×K| {z }
+1 öïñÝò

( ∈ N0)

åßíáé ùóáýôùò ôïðïëïãéêüò ·þñïò (ôáõôéæüìåíïò ìå ôïí R(+1)). Åäþ åîõðï-

íïåßôáé üôé åñãáæüìáóôå ìå ôç ìåôñéêÞ ôïðïëïãßá ôçí åðáãoìÝíç áðü ôéò óõíÞèåéò

óôÜèìåò («íüñìåò»):

• Ãéá K = R êáé ãéá êÜèå x = (0 1  ) ∈ R+1

||x|| :=
q
20 + 21 + + 2

• Ãéá K = C êáé ãéá êÜèå z = (0 1  ) ∈ C+1

||z|| :=
p
|0|2 + |1|2 + + ||2

1.12.1 Ïñéóìüò. Ùò -äéÜóôáôïò ðñïâïëéêüò ·þñïò õðåñÜíù ôïý K ïñßæåôáé ï

ðçëéêü·ùñïò

PK := (K
+1 r {0K+1}) ∼

ðñïâ.

ï äçìéïõñãïýìåíïò ìÝóù ôÞò ó·Ýóåùò éóïäõíáìßáò

(0 1  ) ∼
ðñïâ.

(00 
0
1  

0
)⇐⇒

ïñó.
[∃ ∈ Kr {0K} :  = 0  ∀ ∈ {0 1  }]

Óõìâïëéóìüò. [0 : 1 :  : ] := êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïý (0 1  ) ùò ðñïò

ôçí ‘‘ ∼
ðñïâ.

'' (: ïìïãåíåßò óõíôåôáãìÝíåò).

1.12.2 Ðñüôáóç. O-äéÜóôáôïò ðñïâïëéêüò ·þñïòPK áðïôåëåß Ýíáóõíåêôéêü, óõ-
ìðáãÝò, -äéÜóôáôï ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 1.11.1).
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1.12.3 Óçìåßùóç. (i) Ðáñüôé ç ðñüôáóç 1.12.2 áðïôåëåß ìéá Üìåóç åöáñìïãÞ

åíüò ãåíéêüôåñïõ áðïôåëÝóìáôïò ðïõ èá ðáñáôåèåß óôçí åðüìåíç åíüôçôá, ïöåß-

ëïõìå íá áíáöÝñïõìå üôé ï óõíÞèçò Üôëáò ôïý PK áðáñôßæåôáé áðü  + 1 ·Üñôåò

(  ) 0 ≤  ≤  üðïõ

 := {[0 : 1 :  : ] ∈ PK | 6= 0K}

êáé

K 3 (1  ) ≈7−→ (1  ) := [1 :  : −1 : 1K : +1 :  : ] ∈  

Åî áõôïý Ýðåôáé Üìåóá üôé ï PK åßíáé êáé äéáöïñßóéìï ðïëýðôõãìá.

(ii) ¸·ïõìå

P0K = {Ýíá óçìåßï}
P1K = {[ : 1K] | ∈ K} ∪ {[1K : 0K]}| {z }

êáô' åêäï·Þí óçìåßï



P2K = {[ :  : 1K] | ( ) ∈ K2} ∪ {[ :  : 0K] |[ : ] ∈ P1K}| {z }
êáô' åêäï·Þí åõèåßá



¢ñá ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå åìöõôåýóåéò:

P0K $ P
1
K $ P

2
K $  $ PK $ P

+1
K $ 

ôáõôßæïíôáò ôïí P−1K ìå ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí [0 : 1 :  : −1 : 0] ∈ PK
(iii) Ï ·þñïò P2R êáëåßôáé ðñáãìáôéêü ðñïâïëéêü åðßðåäï êáé ï P2C ìéãáäéêü ðñï-
âïëéêü åðßðåäï. Ôï ðñþôï åî áõôþí ôùí «ðñïâïëéêþí åðéðÝäùí» åßíáé Ýíá óôáõ-

ñùôü äéáðÝôáóìá (âë. ó·Þìá 117), äéüôé ç

 : B2 −→ P2R x = (1 2) 7−→ (x) := [1 : 2 :
p
1− ||x||2]

åßíáé ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç (âë. åä. 1.10.7) ìå ôçí

B2R 3 [x]R

̄7−→ () ∈ P2R
ïìïéïìïñöéóìü êáé ìåR =RZ  üðïõ

Z :=
©©{x}|x ∈ B2rS1ª ©{x−x}|x ∈ S1ªª

o äéáìåëéóìüò ôïý B2 ôïý åä.55 1.10.11 (i).

55ÐñÜãìáôé° åÜí õðïèÝóïõìå üôé éó·ýåé (xx0) ∈ R ⇐⇒
ïñó.

(x) = (x0) ôüôå Ý·ïõìå ðñïöáíþò 1 = 01

2 = 02 êáé
p
1− ||x||2 = 

p
1− ||x0||2 ãéá êÜðïéï  ∈ R r {0} Åî áõôþí óõìðåñáßíïõìå üôé  ∈ {±1}

Þôïé üôé x = ± x0 ¢ñá (xx0) ∈ RZ êáé, ùò åê ôïýôïõ,R ⊆ RZ  Ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüòRZ ⊆ R åßíáé

ðñïöáíÞò.
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1.13 ÔÏÐÏËÏÃÉÊÅÓ ÏÌÁÄÅÓ

ÊÁÉ ÔÑÏμÉÁÊÏÉ μÙÑÏÉ

Ïé ðñïâïëéêïß ·þñïé ôÞò §1.12 ìðïñïýí (ìÝ·ñéò ïìïéïìïñöéóìïý) íá èåùñçèïýí

ùò åéäéêïß ôñï·éáêïß ·þñïé (ðñïêýðôïíôåò áðü ôç äñÜóç ôïðïëïãéêþí ïìÜäùí åðß
ôïðïëïãéêþí ·þñùí).

1.13.1 Ïñéóìüò. ¸íá ìç êåíü óýíïëï  ôï ïðïßï åßíáé ôáõôï·ñüíùò åöïäéá-

óìÝíï ìå ôç äïìÞ ìéáò ïìÜäáò ( ·) êáé ìå ìéá ôïðïëïãßá, êáëåßôáé ôïðïëïãéêÞ

ïìÜäá üôáí áìöüôåñåò ïé áðåéêïíßóåéò

× 3 ( ) 7−→  ∈  êáé  3  7−→ −1 ∈ 

åßíáé óõíå·åßò (ìå ôï × öÝñïí ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá ãéíïìÝíïõ).

1.13.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí (R+)
åßíáé ôïðïëïãéêÞ ïìÜäá (ùò ðñïò ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá).

(ii) Ï êýêëïò S1 = { ∈ C | || = 1} åßíáé ôïðïëïãéêÞ (ðïëëáðëáóéáóôéêÞ) ïìÜäá,

êáèüôé ïé

S1 × S1 3 (1  2) 7−→ (1+2) ∈ S1 êáé S1 3  7−→ − ∈ S1

åßíáé óõíå·åßò.

(iii) Ï äéäéÜóôáôïò ôüñïò T2 := S1 × S1 êáé, ãåíéêüôåñá, ôï ãéíüìåíï äýï ôïðïëï-

ãéêþí ïìÜäùí, åßíáé ìéá ôïðïëïãéêÞ ïìÜäá.

(iv) ÔïðïëïãéêÝò ïìÜäåò åßíáé ç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá56

GL(R) := {A ∈Mat×(R) | det(A) 6= 0} ( ∈ N)

êáé ç ïñèïãþíéá (êáé áíôéóôïß·ùò, ç åéäéêÞ ïñèïãþíéá) ïìÜäá

O(R) := {A ∈ GL(R) |A| = A−1}
(êáé áíôéóôïß·ùò, SO(R) := {A ∈ O(R) | det(A) = 1})

ìå ôç ó·åôéêÞ ôïðïëïãßá åíôüò ôïý åõêëåéäåßïõ ·þñïõR
2

(üôáí êáíåßò åêëáìâÜíåé

êÜèå ðßíáêá A ∈ Mat×(R) ùò óçìåßï ôïý R
2

). Êáô' áíáëïãßáí, ôïðïëïãéêÝò

ïìÜäåò åßíáé ç (ìéãáäéêÞ) ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá

GL(C) := {A ∈Mat×(C) | det(A) 6= 0}
56ÓõíÞèåéò óõìâïëéóìïß: Ùò Mat×(R) (êáé áíôéóôïß·ùò, ùò Mat×(C)) óõìâïëßæåôáé ôï óýíïëï ôùí ( × )-
ðéíÜêùí ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïR (êáé áíôéóôïß·ùò, áðü ôï C), ùòA| ï áíÜóôñïöïò åíüò ðßíáêáA ùò
A−1 ï áíôßóôñïöïò êáé ùò det(A) ç ïñßæïõóá åíüò áíôéóôñÝøéìïõ (× )-ðßíáêáA êáé ùòA (êáé áíôéóôïß·ùò,

A
|
) ï óõæõãÞò (êáé áíôéóôïß·ùò, ï áíáóôñïöïóõæõãÞò ) åíüòA ∈GL(C)
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êáé ç ìïíáäéáêÞ (êáé áíôéóôïß·ùò, ç åéäéêÞ ìïíáäéáêÞ) ïìÜäá

U(C) := {A ∈ GL(C) |A|
= A−1}

(êáé áíôéóôïß·ùò, SU(C) := {A ∈ U(C) | det(A) = 1})

ÓçìåéùôÝïí üôé ç GL(R) (êáé áíôéóôïß·ùò, ç GL(C)), ùò áíïéêôüò õðü·ùñïò

ôïý R
2

(êáé áíôéóôïß·ùò, ôïý C
2

= R2
2

), åßíáé Ýíá ìç óõìðáãÝò ôïðïëïãéêü

ðïëýðôõãìá äéáóôÜóåùò 2 (êáé áíôéóôïß·ùò, 22) êáé üôé

SO(R)× S0 ≈ O(R) SU(C)× S1 ≈ U(C)

Ïé SO(R)U(C) êáé SU(C) åßíáé äñïìïóõíåêôéêÝò, åíþ ç O(R) äéáèÝôåé áêñé-
âþò äýï äñïìïóõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò (êáèåìßá ôùí ïðïßùí åßíáé ≈ SO(R) Ç
SO(R) (êáé áíôéóôïß·ùò, ç SU(C)) åßíáé Ýíá óõìðáãÝò ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá

äéáóôÜóåùò 1
2(− 1) (êáé áíôéóôïß·ùò, 2 − 1). Ãéá ìéêñÜ  Ý·ïõìå:

SO1(R) = SU1(C) = {Ýíá óçìåßï} SO2(R) ∼=
ô.ï.

U1(C) ∼=
ô.ï.
S1 SU2(C) ∼=

ô.ï.
S3

êáé SO3(R) ∼=
ô.ï.
P3R üðïõ ôï ‘‘∼=

ô.ï.
'' äçëïß éóïìïñöéóìü ôïðïëïãéêþí ïìÜäùí (= éóï-

ìïñöéóìü ïìÜäùí ðïõ åßíáé -ôáõôï·ñüíùò- êáé ïìïéïìïñöéóìüò ôïðïëïãéêþí ·þ-

ñùí).

1.13.3 Ïñéóìüò. ¸óôù ( ·) ìéá ôïðïëïãéêÞ ïìÜäá êáé Ýóôù Ýíáò ôïðïëïãéêüò

·þñïò. Ìéá äñÜóç ôÞò  åðß ôïý  åßíáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç

× 3 ( ) 7−→  •  ∈ 

ôÝôïéá þóôå íá éêáíïðïéïýíôáé ïé åîÞò óõíèÞêåò57:

(i)  • (0 • ) = (0) •  ∀( 0) ∈ × êáé ∀ ∈ 

(ii) 1 •  =  ∀ ∈ 

Ãéá  ∈  ôï óýíïëï orb() := { •  |  ∈ } êáëåßôáé ôñï·éÜ ôïý  Åðß ôïý

ïñßæåôáé ç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò “ ∼ ” ùò åîÞò:

 ∼ 0 ⇐⇒
ïñó.

orb() = orb(
0)⇐⇒ [∃ ∈  :  •  = 0]

(Ðñïöáíþò, []∼ := { ∈ | ∼ } = orb() ∀ ∈ ) Ï ðçëéêü·ùñïò

 :=  ∼

êáëåßôáé ôñï·éáêüò ·þñïò (orbit space) ôïý ùò ðñïò ôç äñÜóç ôÞò  åð' áõôïý.

57Ðñïóï·Þ! Ìå ôï Ýíá (á·íü) ‘‘dot'' óçìåéþíåôáé ç (åóùôåñéêÞ ) ðñÜîç ôÞò ïìÜäáò  êáé ìå ôï Üëëï (Ýíôïíï) ‘‘dot''

(Þ ‘‘bullet'') ç äñÜóç óôïé·åßùí ôÞò åðß ôïý
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1.13.4 Óçìåßùóç. Ãéá ðáãéùìÝíï  ∈  ç  3  7−→  •  ∈  åßíáé Ýíáò ïìïéï-

ìïñöéóìüò (Ý·ùí åìöáíþò ôçí 3  7−→ −1 •  ∈  ùò áíôßóôñïöü ôïõ).

1.13.5 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ï ôñï·éáêüò ·þñïò RZ ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé ìÝóù ôÞò

äñÜóåùò Z×R 3 ( ) 7−→ +  ∈ Z åßíáé ≈ S1
(ii) Ç (Z+) äñá åðß ôïý R2 ùò åîÞò:

Z×R2 3 ( (1 2)) 7−→ (1 +  2) ∈ R2

êáé äßäåé R2Z ≈ S1 ×R (ìÝóù ôïý [(1 2)]∼Z
≈7−→ (exp(21) 2))

(iii) Ç äñÜóç

Z2 ×R2 3 (() (1 2)) 7−→ (1 +2 +) ∈ R2

äßäåé ôïí ðçëéêü·ùñï R2Z2 ≈ S1 × S1 =: T2
(iv) Ç (S1 ·) (üðïõ S1 = { ∈ C | || = 1}) äñá åðß ôïý C ùò åîÞò:

S1 ×C 3 ( ) 7−→  ∈ C

Ç ôñï·éÜ orbS1() ãéá  ∈ Cr {0} åßíáé ï êýêëïò êÝíôñïõ 0 êáé áêôßíáò || åíþ
orbS1(0) = {0} ¢ñá CS1 ≈ [0+∞)
(v) ÅÜí K ∈ {RC}  üðùò óôçí (1.8) êáé

 : S(+1)−1 −→ PK x 7−→ Kx = {x | ∈ K} ⊆ K+1

äçëáäÞ

x = (0 1  )
7−→ [0 : 1 :  : ] ãéá  = 1

x = (0 0 1 1   )
7−→ [0 : 0 :  :  : ] ãéá  = 2

ç  åßíáé ìéá ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç êáé ìÜëéóôá éó·ýåé

(x) = (x0)⇐⇒ [∃ ∈ K ìå || = 1 : x0 = x]

ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôéò ôáõôßóåéò S0 = {±1} êáé S1 = { ∈ C | || = 1} êáé ôï
üôé ïé åí ëüãù óöáßñåò öÝñïõí ôç äïìÞ ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ïìÜäáò, êáèþò êáé ôéò

ôáõôßóåéò (
S = {x ∈ R+1 : ||x|| = 1}
S2+1 = {z ∈ C+1 : ||z|| = 1} (C+1 = R2+2)

)


Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ïñéóìïý äñÜóåùí

S−1 × S(+1)−1 −→ S(+1)−1 ( 0  ) 7−→ (0  )
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(ìÝóù ðïëëáðëáóéáóìïý êáôÜ óõíôåôáãìÝíåò ) êáé ôç äçìéïõñãßá ôïý ôñï·éá-

êïý ·þñïõ S(+1)−1S−1 ï ïðïßïò åßíáé åê êáôáóêåõÞò ïìïéïìïñöéêüò ôïý PK
(ðñâë. åä. 1.10.7):

 : S(+1)−1S−1 ≈−→ PK

ÅðåéäÞ (S(+1)−1) = PK üðïõ ç ìïíáäéáßá óöáßñá S(+1)−1 åßíáé óõìðáãÞò,
óõíåêôéêÞ, Hausdorff êáé 2ç áñéèìÞóéìç (ùò ðñïò ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá), ï PK
åßíáé ùóáýôùò óõìðáãÞò, óõíåêôéêüò, Hausdorff êáé 2ïò áñéèìÞóéìïò. (Âë. 1.6.2,
1.8.6 êáé 1.9.7.) Êáé åðåéäÞ K = R ï PK áðïôåëåß Ýíá óõìðáãÝò, óõíåêôéêü,
-äéÜóôáôï ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá, äéüôé êáëýðôåôáé áðü ôïõò ·Üñôåò

R = K 3 (1  ) ≈7−→ (1  ) := [1 :  : −1 : 1K : +1 :  : ] ∈  

 ∈ {0 1  } ôïõò ðñïáíáöåñèÝíôåò óôï åä. 1.12.3 (i).

(vi) Èåùñþíôáò ôÞí O(R) ùò õðïïìÜäá ôÞò O+1(R) êáé ôçí

O+1(R) 3 A 7−→ A(0 0  1)| ∈ S−1

äéáðéóôþíïõìå (ìå ðáñüìïéï ôñüðï) üôé

O+1(R)O(R) ≈ S

êáé üôé SO+1(R)SO(R) ≈ S (êáôüðéí ðåñéïñéóìïý åðß ôÞò SO+1(R)). Êáô'

áíáëïãßáí, áðïäåéêíýïíôáé êáé ïé ïìïéïìïñöéóìïß

U+1(C)U(C) ≈ S2+1 SU+1(C)SU(C) ≈ S2+1
O+1(R)(O(R)×O1(R)) ≈ PR U+1(C)(U(C)×U1(C)) ≈ PC

Ãéá ðåñáéôÝñù ðáñáäåßãìáôá áõôïý ôïý åßäïõò ïé åíäéáöåñüìåíïé áíáãíþóôåò ðá-

ñáðÝìðïíôáé óôá âéâëßá ôùí Baker [8], Curtis [23], Porteous [92] êáé Tapp [115].

(vii) Ìéá äåäïìÝíç ôïðïëïãéêÞ ïìÜäá åíäÝ·åôáé íá äñá êáôÜ ðïëëïýò äéáöïñåôé-

êïýò ôñüðïõò åðß ôïý éäßïõ ôïðïëïãéêïý ·þñïõ. Åäþ ðáñáôßèåíôáé ôñåéò äéáöï-

ñåôéêÝò äñÜóåéò ôÞò Z2 åðß ôïý ôüñïõ  ≈ T2 åíôüò ôïý R3 ï ïðïßïò ó·çìáôßæåôáé

ýóôåñá áðü óôñïöÞ ôïý êýêëïõ (− 3)2 + 2 = 1 ðåñß ôïí Üîïíá ôùí  ÅÜí ùò 

óõìâïëéóèåß ï ãåííÞôïñáò ôÞò Z2 êáé ïñéóèïýí (ìÝóù áõôïý) ïé äñÜóåéò:

(a)  • (  ) = (−−) Þôïé ç óôñïöÞ ôïý  êáôÜ  ðåñß ôïí Üîïíá ôùí 

(b)  • (  ) = (−− ) Þôïé ç óôñïöÞ ôïý  êáôÜ  ðåñß ôïí Üîïíá ôùí 

(c)  • (  ) = (−−−) Þôïé ï êáôïðôñéóìüò ôïý  ùò ðñïò ôçí áñ·Þ ôùí

áîüíùí,

ôüôå ïé ðñïêýðôïíôåò ôñï·éáêïß ·þñïé åßíáé ìéá óöáßñá, Ýíáò ôüñïò êáé ìéá öéÜëç

ôïý Klein, áíôéóôïß·ùò, êáé ôï ó·. ?? åðåîçãåß ôï ãéáôß. Óå üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò

ï  åíáëëÜóóåé ôïõò êõëßíäñïõò 1 êáé 2 ÅðïìÝíùò, ãéá íá ó·çìáôéóèåß ï åêÜ-

óôïôå ôñï·éáêüò ·þñïò, ìðïñåß êáíåßò íá áãíïÞóåé ôïí êýëéíäñï 2 êáé áðëþò íá

åêôåëÝóåé ôéò êáôÜëëçëåò ôáõôßóåéò åðß ôùí óõíïñéáêþí êýêëùí ôïý 1
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Ó·Þìá ??

1.13.6 Ðñüôáóç. ÅÜí ìéá ôïðïëïãéêÞ ïìÜäá äñá åðß åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ
êáé áìöüôåñïé ïé  êáé åßíáé óõíåêôéêïß, ôüôå êáé ï  åßíáé óõíåêôéêüò.

Áðüäåéîç Áò õðïèÝóïõìå üôé ï  ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò,

ìç êåíþí, áíïéêôþí õðïóõíüëùí  êáé  ÅðåéäÞ ç áíôßóôïé·ç ôáõôéóìéêÞ áðåé-

êüíéóç  :  −→  åßíáé ðÜíôïôå áíïéêôÞ (âë. 1.10.7 (ii)) êáé åðåéäÞ ï

 åßíáé óõíåêôéêüò, Ý·ïõìå  () ∩  ( ) 6= ∅ Káé ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  ìå

 () ∈  () ∩  ( ) éó·ýåé ∩ orb () 6= ∅ êáé  ∩ orb () 6= ∅ ÁõôÜ ôá äýï

óýíïëá áðïóõíèÝôïõí ôçí ôñï·éÜ orb () ôïý  êáé ôçí åìöáíßæïõí ùò áðïóõí-

äåôÞ Ýíùóç äýï ìç êåíþí, áíïéêôþí óõíüëùí. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç orb ()

áðïôåëåß ôçí åéêüíá ôÞò  ìÝóù ôÞò óõíå·ïýò áðåéêïíßóåùò

 :  −→   7−→ () :=  • 

¢ñá ç ôñï·éÜ orb () ôïý  åßíáé (óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.9.6) óõíåêôéêÞ, áð'

üðïõ Ýðåôáé êáé ç åðéèõìçôÞ áíôßöáóç. ¤

1.13.7 Ïñéóìüò. ¸óôù  ìéá ôïðïëïãéêÞ ïìÜäá, ç ïðïßá äñá åðß åíüò ôïðïëïãé-

êïý ·þñïõ  ËÝìå üôé ç  äñá åëåõèÝñùò (Þ üôé óôåñåßôáé óôáèåñþí óçìåßùí)

åðß ôïý  üôáí  •  6=  ∀ ∈  r {1} (äçëáäÞ üôáí ç  3  7−→  •  ∈ 

óôåñåßôáé óôáèåñþí óçìåßùí, ∀ ∈ r {1}).

1.13.8 ËÞììá. ÅÜí ìéá ðåðåñáóìÝíç (äéáêñéôÞ) ïìÜäá  äñá åðß åíüò ·þñïõ
Hausdorff , ôüôå ï ôñï·éáêüò ·þñïò åßíáé ·þñïò Hausdorff.

Áðüäåéîç. ¸óôù  :  −→   7−→ () := []∼  ç öõóéêÞ åðßññéøç. ÅÜí

[1]∼  [2]∼ ∈  êáé 1 6∼ 2, ôüôå 1 • 1 6= 2 • 2, ãéá ïéïäÞðïôå æåýãïò
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1 2 ∈ , ïðüôå

−1([1]∼) ∩ −1([2]∼) = {1 |  ∈ } ∩ {2 |  ∈ } = ∅

ÅðåéäÞ áõôÜ ôá óýíïëá åßíáé ðåðåñáóìÝíá, åßíáé äõíáôüí (êáôüðéí åðáíáëáì-

âáíüìåíçò åöáñìïãÞò ôÞò éäéüôçôáò ôïý Hausdorff) íá êáôáóêåõáóèïýí áíïéêôÜ

õðïóýíïëá 1 2 ôïý , ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

1 ∩ 2 = ∅ −1([1]∼) ⊆ 1 −1([2]∼) ⊆ 2

ÅðåéäÞ −1((r)) =
S
∈ •(r) ãéá  ∈ {1 2}, ôï −1((r)) åßíáé

êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý¢ñá ôï (r)  ∈ {1 2} åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï

ôïý êáé, êáô' åðÝêôáóç, ôï := r (r)  ∈ {1 2}, åßíáé áíïéêôü
õðïóýíïëï ôïý ÔÝëïò, åðåéäÞ

1 ∩2 = r (( r 1) ∪ ( r 2))

= r (( r 1) ∪ ( r 2))

= r ( r (1 ∩ 2| {z }
=∅

)) = r () = ∅

ï ôñï·éáêüò ·þñïò åßíáé üíôùò ·þñïò Hausdorff. ¤

1.13.9 Ðñüôáóç. ÅÜí ìéá ðåðåñáóìÝíç (äéáêñéôÞ) ïìÜäá  äñá åëåõèÝñùò åðß
åíüò óõìðáãïýò -äéÜóôáôïõ ôïðïëïãéêïý ðïëõðôýãìáôïò  ôüôå êáé ï ôñï·éá-
êüò ·þñïò  åßíáé Ýíá -äéÜóôáôï óõìðáãÝò ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá.

Áðüäåéîç. ÊáôÜ ôï ëÞììá 1.13.8 ï åßíáé ·þñïò Hausdorff. ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ

ï  åßíáé 2ïò áñéèìÞóéìïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé ç  :  −→  áíïéêôÞ

(êáèþò ôï −1(()) =
S
∈  ·  åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý  ãéá êÜèå

áíïéêôü õðïóýíïëï), ï ôñï·éáêüò ·þñïò åßíáé ùóáýôùò 2ïò áñéèìÞóéìïò58.

ÅðéðñïóèÝôùò, o (= ()) åßíáé óõìðáãÞòùò åéêüíá ôïý óõìðáãïýò ìÝóù

ôÞò óõíå·ïýò áðåéêïíßóåùò  (Âë. 1.8.5 êáé 1.10.2 (i).) Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß

üôé êÜèå óçìåßï []∼ ∈  (üðïõ  ∈ ) äéáèÝôåé ìéá ðåñéï·Þ ïìïéïìïñöéêÞ
ôïý R (Bë. 1.11.1.)

¸óôù59 üôé = {0 = 1 1 2  } ÅðåéäÞ ç ïìÜäá äñá åëåõèÝñùò åðß

ôïý åÜí  • =  ãéá êÜðïéïí  ∈ {0 1 } èá Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí  = 0

Ùò åê ôïýôïõ, ìÝóù åðáíáëáìâáíüìåíçò åöáñìïãÞò ôÞò éäéüôçôáò Hausdorff åßíáé

äõíáôÞ ç êáôáóêåõÞ áíïéêôþí ðåñéï·þí 0 1   ôùí

 = 0 •  1 •    • 
58Âë. [28], Thm. 62(1) óåë. 174

59Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ç äåí åßíáé ôåôñéììÝíç êáé Ý·åé ôÜîç ßóç ìå+1 ãéá
êÜðïéïí ∈ N
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áíôéóôïß·ùò, ìå 0 ∩  = ∅ ∀ ∈ {1 2 } H ôïìÞ  :=
T
=0 

−1
  åßíáé

ðñïöáíþò ìéá áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý 

Åî õðïèÝóåùò, ãéá ôï óçìåßï  õðÜñ·åé êÜðïéá áíïéêôÞ ðåñéï·Þ åíôüò ôïý

 ìå  ≈ R ÄïèÝíôïò åíüò ïìïéïìïñöéóìïý  : 
≈−→ R ôï  ∩  åßíáé

áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý ïðüôå ôï (∩) åßíáé Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý

R ÅðåéäÞ () ∈ (∩) õðÜñ·åé  ∈ R0 ìå
◦
Bóõí. ((); ) ⊆ (∩) Ôï

 := −1(
◦
Bóõí. ((); )) ≈

◦
Bóõí. ((); ) ≈ R

åßíáé ìéá áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý  åíôüò ôïý  Èá äåé·èåß üôé ç | :  ³ ()

åßíáé áìöéññéðôéêÞ. Ðñïò ôïýôï áñêåß íá äåé·èåß üôé åßíáé åíñéðôéêÞ. ÐñÜãìáôé°

åÜí |(1) = (|)(2) ôüôå 1 =  • 2 ãéá êÜðïéï  ∈  ÅðåéäÞ

1 2 ∈  =⇒ 1 2 ∈  Ý·ïõìå 1 ∈ −10 • 0 = 0 êáé 2 ∈ 1 •  

ïðüôå 1 =  • 2 ∈ 0 ∩   ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

0 ∩  6= ∅ =⇒  = 0 êáé  = 0 = 1 =⇒ 1 = 2

ÅðåéäÞ ç áðåéêüíéóç  åßíáé áíïéêôÞ, ç | åßíáé áíïéêôÞ (êáé óõíå·Þò), ïðüôå

áðü ôçí ðñüôáóç 1.5.2 óõìðåñáßíïõìå üôé ç | åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò. ÅðïìÝ-

íùò, () ≈  ≈ R üðïõ () ìéá áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý []∼  ¤

1.14 μÙÑÏÉ ÖÁÊÏÕ

¸·ïõí Þäç äïèåß äéÜöïñïé ·áñáêôçñéóìïß ãéá ôï ðñáãìáôéêü ðñïâïëéêü åðßðåäï

P2RÁõôü åßíáé áö' åíüò ìåí Ýíá óôáõñùôü äéáðÝôáóìá, áö' åôÝñïõ äå Ýíáò ôñï·éá-
êüò ·þñïò. (Âë. 1.12.3 (iii) êáé 1.13.5 (v).) Õøþíïíôáò êáôÜ Ýíá ôç äéÜóôáóç, ï

ôñéäéÜóôáôïò ðñáãìáôéêüò ðñïâïëéêüò ·þñïòP3R ìðïñåß íá éäùèåß ùò Ýíáò «·þñïò

öáêïý» (óõãêåêñéìÝíá, åßíáé ≈ L(2 1))Ïé ·þñïé öáêïý L( ) åéóÞ·èçóáí áðü
ôïí H. Tietze60 óôï Üñèñï [118] ôï Ýôïò 1908 êáé Ýêôïôå Ýãéíáí áíôéêåßìåíï ìåëÝ-

ôçò ðëçèþñáò åñåõíçôþí. Ç ôáîéíüìçóÞ ôïõò ìÝ·ñéò ïìïéïìïñöéóìïý (ìÝóù ìéáò

áðëïýóôáôçò áñéèìïèåùñçôéêÞò óõíèÞêçò éêáíïðïéïýìåíçò áðü ôéò ðáñáìÝôñïõò

ôïõò  êáé ) åðåôåý·èç ôï 1935 áðü ôïí K. Reidemeister61 [98] êÜíïíôáò ·ñÞóç

60Tietze, Heinrich Franz Friedrich (3181880-1721964). Ãåñìáíüò ìáèçìáôéêüò. ÕðÞñîå êáèçãçôÞò ôùí Ðá-

íåðéóôçìßùí ôïý Erlangen (1919-1924) êáé ôïýÌïíÜ·ïõ (1925-1950). AöéÝñùóå ôï ìåãáëýôåñï ôìÞìá ôÞò æùÞò ôïõ

óôç ìåëÝôç ôïðïëïãéêþí ðñïâëçìÜôùí. ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá ôçí åðßôåõîç ôïðïëïãéêÞò äéÜêñéóçò ìåôáîý äõï êüìðùí,

åöÜñìïóå ìå éäéáßôåñç åðéôõ·ßá ìåèüäïõò ðñïåñ·üìåíåò áðü ôç Èåùñßá ÏìÜäùí êáé ôçí Áñéèìïèåùñßá.

61Reidemeister, Kurt Werner Friedrich (13101893-871971). Ãåñìáíüò ìáèçìáôéêüò. Åîåðüíçóå ôç äéäáêôï-

ñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ õðü ôçí åðßâëåøç ôïý E. Hecke (1887-1947). Ùóôüóï, ç ÝñåõíÜ ôïõ ìåôáðÞäçóå óå óýíôïìï

·ñïíéêü äéÜóôçìá áðü ôçí ÁëãåâñéêÞ Èåùñßá Áñéèìþí óôç Ãåùìåôñßá, õðü ôçí åðßäñáóç ôÞò óõíåñãáóßáò ôïõ ìå

ôïí W. Blaschke (1885-1962). Åí óõíå·åßá, åóôñÜöç óôç ìåëÝôç ðñïâëçìÜôùí ðñïåñ·ïìÝíùí áðü ôç ÓõíäõáóôéêÞ

êáé ôçí ÁëãåâñéêÞ Ôïðïëïãßá, êáé áðü ôç Èåùñßá Êüìâùí. ÄéåôÝëåóå êáèçãçôÞò óôá ÐáíåðéóôÞìéá ôÞò ÂéÝíçò

(1922-1924), ôïý K­nigsberg (1925-1933), ôïý Marburg (1934-1954) êáé ôïý G­ttingen (áðü ôï 1955). ÓõíÝãñáøå
17 âéâëßá (ïñéóìÝíá åî áõôþí åðß ôÞò Éóôïñßáò ôùí Ìáèçìáôéêþí) êáé Üíù ôùí 70 åñåõíçôéêþí åñãáóéþí.
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ìéáò åéäéêÞò óõíäõáóôéêÞò áíáëëïéþôïõ ðïõ ôçí ïíüìáæå óôñÝøç. (Âë. èåþñçìá
1.14.4.) ÌÝóù ôùí ·þñùí öáêïý êáôáóêåõÜæïíôáé ðáñáäåßãìáôá ôñéäéáóôÜôùí

óõìðáãþí ôïðïëïãéêþí ðïëõðôõãìÜôùí ðïõ íáé ìåí åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá
áëëÜ äåí åßíáé ïìïéïìïñöéêÜ. (Âë. åä. 1.17.23.) ÓçìåéùôÝïí üôé, óõí ôïéò Üëëïéò,

åßíáé åöéêôÞ êáé ìéá Üìåóç ãåíßêåõóç ôùí ·þñùí öáêïý óå ïéáäÞðïôå ðåñéôôÞ äéÜ-
óôáóç. (Âë. åä. 1.14.5.)

1.14.1 Ïñéóìüò. Ôáõôßæïíôáò ôçí S3 ìå ôï óýíïëï {(0 1) ∈ C2 | |0|2+ |1|2 = 1}
êáé èåùñþíôáò äõï áêåñáßïõò   ìå 0 ≤    êáé ìêä( ) = 1 åßíáé åýêïëï

íá äéáðéóôùèåß üôé ç êõêëéêÞ ïìÜäá Z = {[0] [1]  [− 1]} äñá åð' áõôÞò ùò

åîÞò62:

Z × S3 3 ([] (0 1)) 7−→ (exp( 2 )0 exp(
2
 )1) ∈ S3

Ç ïìÜäá Z äñá (êáô' áõôüí ôïí ôñüðï) åëåõèÝñùò åðß ôÞò ìïíáäéáßáò óöáßñáò

S2ÐñÜãìáôé° åÜí Ý·ïõìå [] • (0 1) = (0 1) ôüôå

exp(2 )0 = 0 êáé exp( 2 )1 = 1

Áðü ôçí ðñþôç åîßóùóç Ýðåôáé üôé åßôå exp(2 ) = 1 åßôå 0 = 0 Óôçí ðñþôç

ðåñßðôùóç,  ∈ Z⇒ | ⇒  = 0 Óôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç, 0 = 0 ïðüôå

|1| = 1⇒ 1 6= 0⇒ exp( 2 ) = 1⇒ 
 ∈ Z =⇒

ìêä()=1
| ⇒  = 0

Ï ôñï·éáêüò ·þñïò

L( ) := S3Z

êáëåßôáé ·þñïò öáêïý (ìå ðáñáìÝôñïõò ôá  êáé )ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.13.9 ï

L( ) åßíáé Ýíá ôñéäéÜóôáôï óõìðáãÝò ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá63.

62Åäþ ìå ôï  óçìåéþíåôáé ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá.
63Ôïýôï åßíáé êáé óõíåêôéêü, êáèþò éóïýôáé ìå ôçí åéêüíá ôÞò (óõíåêôéêÞò) ìïíáäéáßáò óöáßñáò S3 ìÝóù ôÞò (óõíå-

·ïýò) öõóéêÞò åðéññßøåùò S3 −→ L( ) (Âë. 1.9.11 (ii) êáé ðñüôáóç 1.9.6.)
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Ïêëáóéêüò ãåùìåôñéêüò ïñéóìüò ôïý ·þñïõ ôïý öáêïý åßíáé êÜðùò äéáöïñåôéêüò.
Ãé' áõôüí ôïí ëüãï, ç ðáñïýóá åíüôçôá èá ðåñéëÜâåé ôçí áðüäåéîç ôÞò éóïäõíá-

ìßáò ôùí äýï ïñéóìþí. Áò èåùñÞóïõìå (åíôüò ôïý R3) ôï óôåñåü (åí åßäåé «öá-

êïý») ôïý ó·Þìáôïò ?? (ðïõ åßíáé ≈ B3), ôï óýíïñï ôïý ïðïßïõ áðïôåëåßôáé áðü

äýï óõììåôñéêÜ ðþìáôá óõíáíôþìåíá óå Ýíá êõêëéêü óôåöÜíé.

Ó·Þìá 1.??

Óõìâïëßæïõìå ôïí âüñåéï (áíôéóôïß·ùò, ôïí íüôéï) ðüëï áõôïý ùò + (êáé áíôé-

óôïß·ùò, ùò −) êáé äéáìåñßæïõìå ôï êõêëéêü óôåöÜíé óå  ßóá ôüîá


01


12 


−10 

Êáôüðéí ôïýôïõ óõíäÝïõìå êáèÝíá åê ôùí   0 ≤  ≤ −1, ìå ôá+ êáé− (ìÝóù

ìåãÜêõêëùí) ·ùñßæïíôáò êáèÝíá ôùí äýï ðùìÜôùí óå  ôñéãùíéêïýò ôïìåßò.

1.14.2 Ïñéóìüò. Ïñßæïõìå ôïí ôïðïëïãéêü ·þñï eL( ) ùò ôïí ôáõôéóìéêü ·þñï

ôïí äçìéïõñãïýìåíï áðü ôï óôåñåü ôïý ó·Þìáôïò ?? êáôüðéí ôáõôßóåùò ôùí ôñé-

ãþíùí ìå êïñõöÝò ôéò   +1 + êáé + ++1 − ∀ ∈ {0 1   − 1}, êáé
ìÜëéóôá Ýôóé, þóôå ôï  íá ôáõôßæåôáé ìå ôï + ôï +1 ìå ôï ++1 êáé ôï +
ìå ôï − (Ïé õðïäåßêôåò  +1  +   + +1 ïöåßëïõí íá äéáâÜæïíôáé «mod ».)

1.14.3 Èåþñçìá. L( ) ≈ eL( )
Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý ÈåùñÞìáôïò 1.14.3 èá ðñïôÜîïõìå ïñéóìÝíåò ðñïðáñá-

óêåõáóôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò:

• ÅðåéäÞ ôáõôßóáìå ôçí S3 ìå ôï {(0 1) ∈ C2 | |0|2 + |1|2 = 1} ãñÜöï-
íôáò Ýíá ôõ·üí (0 1) ∈ S3 ìÝóù ôùí ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí 0 = 0

0 

1 = 1
1 Ý·ïõìå 20+21 = 1ÌÜëéóôá, åÜí ðáãéþóïõìå ôï 1 ðáãéþíåôáé êáé ôï
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0 =
p
1− 21) ÅðïìÝíùò óå êÜèå (0 1) ∈ S3 ìðïñïýìå íá áíôéóôïé·ßóïõìå ìéá

ôñéÜäá (1 0 1) üðïõ 0 ≤ 1 ≤ 1 êáé 0 ≤ 0 1  2 (Âë. ó·Þìá ??.)

Ó·Þìá 1.??

Ãéá 1 ∈ {0 1}, ç áíôéóôïé·ßá (0 1)←→ (1 0 1) ðáýåé íá åßíáé áìößññéøç:

(i) ÅÜí 1 = 0, ôüôå 0 = 1 êáé ôï (0 1) = (exp(0) 0) åßíáé áíåîÜñôçôï ôïý

1. ÅðïìÝíùò, ãéá ôç èÝóðéóç ìéáò áìöéññßøåùò ·ñåéáæüìáóôå ôçí åðéðñüóèåôç

óõíèÞêç: (0 0 1) = (0 0 
0
1) ãéá üëá ôá 1 

0
1 ∈ [0 2)

(ii) ÅÜí 1 = 1, ôüôå 0 = 0 êáé ôï (0 1) = (0 exp(1)) åßíáé áíåîÜñôçôï ôïý

0. ÅðïìÝíùò, ãéá ôç èÝóðéóç ìéáò áìöéññßøåùò ·ñåéáæüìáóôå ôçí åðéðñüóèåôç

óõíèÞêç: (1 0 1) = (1 
0
0 1) ãéá üëá ôá 0 

0
0 ∈ [0 2)

• Ôá áíùôÝñù ìáò ïäçãïýí óôç èåþñçóç ôïý óôåñåïý ôüñïõ Ξ (≈ B2 × S1) ìå
«ìåóçìâñéíÞ» áêôßíá ßóç ìå 1 (Âë. ó·Þìá ??.)

Ó·Þìá 1.??

Åð' áõôïý ç åðéðñüóèåôç óõíèÞêç (i) ðëçñïýôáé áõôïìÜôùò, êáèüôé ôá óçìåßá åðß

ôïý «êåíôñéêïý êýêëïõ ôïõ» (üðïõ 1 = 0) åßíáé áíåîÜñôçôá ôïý 1. ÐñïêåéìÝíïõ

íá äéáóöáëßóïõìå ôçí åðáëÞèåõóç êáé ôÞò óõíèÞêçò (ii) åßìáóôå õðï·ñåùìÝíïé
íá ôáõôßóïõìå êáôáëëÞëùò óçìåßá ìå 1 = 1 Þôïé åõñéóêüìåíá åðß ôïý (óõíÞèïõò,

ìïíáäéáßïõ) ôüñïõ Ξ ≈ S1×S1ÅîåôÜæïíôáò ðñïóåêôéêÜ ôçí (ii), äéáðéóôþíïõìå

üôé ãéá êÜèå  ∈ [0 2) èá ðñÝðåé íá ôáõôßóïõìå ìåôáîý ôïõò üëá ôá óçìåßá ôïý

{(1 0 1) | 1 =  1 = 1} (ðïõ áðáñôßæïõí Ýíáí ïñéæüíôéï êýêëï åðß ôïý Ξ).
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ÅðïìÝíùò, êÜèå ôÝôïéïò «ïñéæüíôéïò êýêëïò» êáèßóôáôáé (êáôüðéí ôáõôßóåùò)

Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï, åíþ ôï óýíïñï Ξ êáèßóôáôáé Ýíáò êáé ìüíïí äéáìåóçì-

âñéíüò êýêëïò ôïý Ξ ÅÜí êáíåßò êüøåé ôïí Ξ êáôÜ ìÞêïò åíüò (êáôáëëÞëùò åðé-

ëåãìÝíïõ) çìéåðéðÝäïõ, ôüôå ëáìâÜíåé ôïí óôåñåü êýëéíäñï ôïý ó·Þìáôïò ?? ìå

ôáõôéæüìåíåò áðïëÞîåéò (êáé êáèÝíá åê ôùí êáôáêïñýöùí åõèõãñÜììùí ôìçìÜ-

ôùí ôïý óõíüñïõ ôïõ êáèéóôÜìåíï Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï ). Ï ðñïêýðôùí ·þñïò

ôïý ó·. ?? åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ôÞò ìðÜëáò B3 óôçí ïðïßá Ý·ïõìå ôáõôßóåé ôï Üíù

êáé êÜôù çìéóöáßñéï (ìÝóù ïñèoãùíßïõ ðñïâïëÞò, âë. 1.5.3 (iv)), Þôïé Ýíáò ·þñïò

≈ S3

Ó·Þìá 1.?? Ó·Þìá 1.??

• ÇðñïçãçèåßóááíÜëõóç ·ñçóéìåýåé óôçí «ïðôéêïðïßçóç» ôùí ôñï·éþí ôÞò äñÜ-

óåùò ôÞò Z åðß ôÞò S3.

• Êáô' áñ·Üò åßíáé áíáãêáßï íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôïý Ξ

(êáé, êáô' åðÝêôáóç, ôÞò S3) õðü ôç äñÜóç ôÞò Z:

([] (0 1)) 7→ (exp( 2 )0 exp(
2
 )1) = (0

(0+
2
 ) 1

(1+
2
 ))

Óôç ãëþóóá ôùí åéóç·èåéóþí óõíôåôáãìÝíùí ôïý óôåñåïý ôüñïõ áõôÞ ç äñÜóç

Ý·åé ùò åîÞò:

([] (1 0 1)) 7−→
³
1 0 +

2
  1 +

2


´


ÓçìåéùôÝïí üôé ç ôéìÞ ôïý 1 äåí åðçñåÜæåôáé áðü áõôÞí ôç äñÜóç. Ùò åê ôïýôïõ,

áñêåß íá åóôéÜóïõìå ôçíðñïóï·Þ ìáò óå êáèÝíáí åê ôùí ôüñùí ìå 1 =   ∈ [0 1]
ôïõò ïðïßïõò èá óõìâïëßæïõìå ùò Ξ Ðñïöáíþò, Ξ =

S
∈[01] Ξ

• Ðåñßðôùóç ðñþôç:  ∈ (0 1). ÏΞ ìðïñåß íá åêëçöèåßùò Ýíá ôåôñÜãùíï ìå ôáõ-

ôéóìÝíåò áêìÝò üðùò óôï ó·Þìá ??. Ï ïñéæüíôéïò Üîïíáò åßíáé áõôüò ðïõ ðáñáìå-
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ôñÜ ôá 1 êáé ï êáôáêüñõöïò áõôüò ðïõ ðáñáìåôñÜ ôá 0

Ó·Þìá 1.??

Ç äñÜóç åíüò [] ∈ Z åðß åíüò óçìåßïõ (0 1) äßäåé ôï (0 +
2
  1 +

2
 )

ïðüôå ïé äñÜóåéò üëùí ôùí óôïé·åßùí ôÞò Z åßíáé ìåôáöïñÝò êáôÜ ìÞêïò åõèåéþí

êëßóåùò ßóçò ìå 2
 2 = 1

  Èåùñþíôáò, åðß ðáñáäåßãìáôé, ôçí ðåñßðôùóç

êáôÜ ôçí ïðïßá  = 5 êáé  = 3 äéáðéóôþíïõìå üôé ãéá êÜèå åõèåßá êëßóåùò 1
3

ðïõ äéÝñ·åôáé áðü êÜðïéï óçìåßï ôïý Ξ, ç áíôßóôïé·ç êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïý åí

ëüãù óçìåßïõ ðåñéÝ·åé  = 5 óçìåßá. (Âë. ó·Þìá ??.)

Ó·Þìá 1.?? Ó·Þìá 1.??

ÌÜëéóôá, ç êëÜóç éóïäõíáìßáò ðåñéÝ·åé áêñéâþò Ýíá óçìåßï óå êáèåìßá åê ôùí

ïñéæïíôßùí ëùñéäþí ôÞò õðïäéáéñÝóåùò ôïýó·Þìáôïò ??. ÔïáíÜëïãïáðïôÝëåóìá

ðáñáìÝíåé åí éó·ý áêüìç êáé ãéá ïéáäÞðïôå   ìå ìêä( ) = 1: ÊÜèå ïñéæüíôéá

ëùñßäá ðëÜôïõò 2 ðåñéÝ·åé áêñéâþò Ýíá óçìåßï áðü êÜèå ó·Ýóç éóïäõíáìßáò ôïý

ΞZÊáôÜ óõíÝðåéáí, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôïí ΞZ ùò åîÞò:

ΞZ = {(1 0 1) | 1 =  0 ≤ 0 
2


 0 ≤ 0  2}
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Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá åßäïò óùëÞíá ìå ôéò áðïëÞîåéò ôïõ ôáõôéæüìåíåò ýóôåñá áðü

óõóôñïöÞ êáôÜ 2
 . (Âë. ó·Þìá ??.)

Ó·Þìá 1.??

• Ðåñßðôùóç äåýôåñç:  = 0. Ï Ξ0 åßíáé ï êýêëïò ìå 1 = 0 Ç äñÜóç åíüò óôïé-

·åßïõ [] ∈ Z åðß ôïý Ξ0 óôÝëíåé ôï 0 íá áðåéêïíéóèåß óôï 0 +
2
  åéóÜãïíôáò

ìéá óôñïöÞ êáôÜ 2
  ïðüôå êÜèå êëÜóç éóïäõíáìßáò ðåñéÝ·åé áêñéâþò Ýíá óçìåßï

óå êÜèå áêôéíéêü ôüîï ìÞêïõò 2
  ÉäéáéôÝñùò, ôï ôüîï 0 ∈ [0 2 ) Ý·åé ìüíïí Ýíá

óçìåßï áðü êÜèå êëÜóç éóïäõíáìßáò êáé ï Ξ0Z ìðïñåß íá åêëåéöèåß ùò Ýíá ôüîï

ìå ôáõôéæüìåíá ëçêôéêÜ óçìåßá. (Âë. ó·Þìá ??.)

Ó·Þìá 1.??

• Ðåñßðôùóç ôñßôç:  = 1. Ï Ξ1 (óýìöùíá ìå üóá ðñïåßðáìå) åßíáé ôï óýíïñï Ξ

ìå êáèÝíáí åê ôùí ïñéæïíôßùí êýêëùí ôïý Ξ ôáõôéóìÝíïí ìå Ýíá óçìåßï. Ç äñÜóç

åíüò [] ∈ Z åðß åíüò (ôÝôïéïõ) óçìåßïõ ôïý Ξ1 óôÝëíåé ôï 1 íá áðåéêïíéóèåß óôï

1+
2
  åéóÜãïíôáò ìéá óôñïöÞ êáôÜ 2

  ÅðåéäÞ ìêä( ) = 1 äéáìåñßæïíôáò

ôïí Ξ1 ≈ S1 óå  ßóá ôüîá: 0 ≤ 1 
2
  

2(−1)
 ≤ 1  2 äéáðéóôþíïõìå üôé

üëá áõôÜ ôáõôßæïíôáé ìÝóù ôÞò Z-äñÜóåùò. (Âë. ó·Þìá ??).

Ó·Þìá 1.??
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Áðüäåéîç ôïý ÈåùñÞìáôïò 1.14.3: ÅðåéäÞ ôá óçìåßá êáèåíüò Ξ 0 ≤  ≤ 1
óôÝëíïíôáé íá áðåéêïíéóèïýí ìÝóù ôÞò Z-äñÜóåùò óå óçìåßá ôïý Ξ Ý·ïõìå

L( ) = S3Z ≈
S

∈[01]
(ΞZ)

ÁõôÞ åßíáé ìéá óõëëïãÞ åãêéâùôéóìÝíùí óùëÞíùí ìå áêôßíåò 1 ∈ [0 1) ïé áðï-
ëÞîåéò ôùí ïðïßùí åßíáé ôáõôéæüìåíåò ýóôåñá áðü ìéá óõóôñïöÞ êáôÜ 2

 , êáé óý-

íïñï ôïõò áðáñôéæüìåíï áðü åõèýãñáììá ôìÞìáôá, êáèÝíá ôùí ïðïßùí ôáõôßæåôáé

ìå Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï. (Âë. ó·Þìáôá ?? êáé ??.)

Ó·Þìá 1.?? Ó·Þìá 1.??

Åêôåëþíôáò áõôÝò ôéò ôáõôßóåéò ôùí åõèõãñÜììùí ôìçìÜôùí ëáìâÜíïõìå Ýíá óôå-

ñåü (åí åßäåé öáêïý, üðùò óôï ó·Þìá ??), ôï êõêëéêü óôåöÜíé ôïý ïðïßïõ õðïäéáé-

ñåßôáé óå  ßóá ôüîá. Ôá Üíù êáé êÜôù ðþìáôá (ôïý öáêïý) áíôéóôïé·ïýí óôéò

áðïëÞîåéò ôïý óôåñåïý êõëßíäñïõ ôïý ó·Þìáôïò ?? êáé åßíáé, ùò åê ôïýôïõ, ôáõôé-

æüìåíá ýóôåñá áðü ìéá óõóôñïöÞ êáôÜ 2
  Áõôü óçìáßíåé üôé

eL( ) ≈ [
∈[01]

(ΞZ)

ïðüôå L( ) ≈ eL( ) ¤

1.14.4 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ·þñùí öáêïý ìÝ·ñéò “ ≈ ”, Reidemeister [98], 1935.)
Äõï ·þñïé öáêïý L( ) êáé L(0 0) åßíáé ìåôáîý ôïõò ïìïéïìïñöéêïß åÜí êáé
ìüíïí åÜí  = 0 êáé åßôå  ≡ ±0(mod ) åßôå 0 ≡ ±1(mod )

Ìéá ãåíßêåõóç ôïý ïñéóìïý 1.14.1 åßíáé ç áêüëïõèç:

1.14.5 Ïñéóìüò. ÅêëáìâÜíïíôáò ôçí S2−1 ùò ôï óýíïëï(
(1  ) ∈ C

¯̄̄̄
¯ P
=1

| |2 = 1
)
( ≥ 2)
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êáé èåùñþíôáò öõóéêïýò áñéèìïýò 1    ìå 1 ≤ 1     ìêä(  ) = 1
∀ ∈ {1 2  } ç Z = {[0] [1]  [− 1]} äñá åðß ôÞò S2−1 ùò åîÞò:

Z × S2−1 3 ([] (1  )) 7−→ (exp( 21


)1  (exp(
2


)) ∈ S2−1

Ï ôñï·éáêüò ·þñïò

L2−1(; 1  ) := S2−1Z

êáëåßôáé ãåíéêåõìÝíïò ·þñïò öáêïý (ìå ôá  1   ùò ðáñáìÝôñïõò).

1.14.6 Óçìåßùóç. (i) ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.13.9 ï ·þñïò L2−1(; 1  ) åßíáé
Ýíá (2−1)-äéÜóôáôï, óõìðáãÝò ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá64, êáèüôé çZ äñá åëåõ-

èÝñùò åðß ôÞò S2−1

(ii) L3(; 1 ) = L( ) êáé L2−1(2; 1  1| {z }
 öïñÝò

) ≈ P2−1R  (Ðñâë. 1.13.5 (v).)

To áíôßóôïé·ï ôïý èåùñÞìáôïò ôáîéíïìÞóåùò 1.14.4 Ý·åé ùò åîÞò:

1.14.7 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ãåí. ·þñùí öáêïý ìÝ·ñéò “ ≈ ”, Brody [13], 1960.)
Ãéá äõï ãåíéêåõìÝíïõò ·þñïõò öáêïý

L := L2−1(; 1 ) êáé L0 := L2−1(0; 01  
0
)

éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ 65

L ≈ L0 ⇐⇒
"
 = 0 êáé

( ∃ ∈ Z :  ≡ ± 0()(mod )

ãéá êÜðïéá  ∈ S êáé ∀ ∈ {1  }

)#


Áðïäåéîç. Ãéá ìéá äéåîïäéêÞ áëãåâñïôïðïëïãéêÞ áðüäåéîç âë. Cohen [18], Ch.

V, §31 óåë. 100-101 ¤

1.15 ÁÓÈÅÍÇÓ ÔÏÐÏËÏÃÉÁ

Åíßïôå, êáôÜ ôçí êáôáóêåõÞ ôïðïëïãéêþí ·þñùí, ôßèåôáé ôï åîÞò åñþôçìá: ÄïèÝ-

íôïò åíüò ìç êåíïý óõíüëïõ  ðïõ éóïýôáé ìå ôçí Ýíùóç õðïóõíüëùí  ⊆ 

êáèÝíá ôùí ïðïßùí åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ôç äïìÞ åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ, ðþò

åßíáé äõíáôüí íá ïñéóèåß êáôÜ ôñüðï öõóéêü ìéá ôïðïëïãßá åðß ôïý ;

64Ôïýôï åßíáé êáé óõíåêôéêü, êáèþò éóïýôáé ìå ôçí åéêüíá ôÞò (óõíåêôéêÞò) ìïíáäéáßáò óöáßñáò S2−1 ìÝóù ôÞò

(óõíå·ïýò) öõóéêÞò åðéññßøåùò S2−1 −→ L2−1(; 1  ) (Âë. 1.9.11 (ii) êáé ðñüôáóç 1.9.6.)

65ÔïS óõìâïëßæåé ôï óýíïëï ôùí áìöéññßøåùí  : {1  } −→ {1  }
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1.15.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá

õðïóõíüëùí ôïõ, ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) To  öÝñåé ôç äïìÞ åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ, ∀ ∈ 

(ii) ÅÜí   ∈  ôüôå ìÝóù ôùí êáé åðÜãåôáé ç ßäéá ôïðïëïãßá åðß ôïý∩

êáé ôï  ∩ áðïôåëåß Ýíáí êëåéóôü õðü·ùñï ôüóïí ôïý  üóïí êáé ôïý  

(iii) =
S
∈

 

Ôüôå ôï åöïäéÜæåôáé ìå ìéá ôïðïëïãßá Táóè. ùò åîÞò:

 ∈ Táóè. ⇐⇒
ïñó.

[ôï  ∩ åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý  ∀ ∈  ]

Ç Táóè. êáëåßôáé áóèåíÞò ôïðïëïãßá åðß ôïý

1.15.2 Óçìåßùóç. Ï ôïðïëïãéêüò ·þñïò ( Táóè.) Ý·åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò66:
(i) Ç ó·åôéêÞ ôïðïëïãßá T := { ∩  | ∈ Táóè.} óõìðßðôåé ìå ôçí áñ·éêþò

äïèåßóá ôïðïëïãßá åðß ôïý  êáé (ùò ðñïò áõôÞí) ï  áðïôåëåß Ýíáí êëåéóôü

õðü·ùñï ôïý (Táóè.) ãéá êÜèå  ∈ 

(ii) ¸óôù
P

∈  ôï ôïðïëïãéêü Üèñïéóìá ôùí äïèÝíôùí    ∈  êáé Ýóôù

 :
P

∈  −→  ç áðåéêüíéóç Ý·ïõóá ùò ðåñéïñéóìü | ôç (óõíÞèç) Ýíèåóç

 →  ãéá êÜèå  ∈  Ôüôå ç  åßíáé ìéá ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç. (Ùò åê ôïýôïõ,

ç Táóè. åßíáé ìéá åéäéêÞò öýóåùò ðçëéêïôïðïëïãßá.)
(iii)¸íá õðïóýíïëï ⊆  åßíáé êëåéóôü åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï∩ åßíáé êëåéóôü

õðïóýíïëï ôïý   ∀ ∈ 

(iv) Ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  åßíáé óõíå·Þò⇔ [ç  | åßíáé óõíå·Þò, ∀ ∈  ]

(v) O ( Táóè.) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí 2ïò áñéèìÞóéìïò.

1.15.3 Ðñüôáóç. ¸óôù ()∈ Ýíá ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíï êÜëõììá 67 åíüò ôïðïëï-
ãéêïý ·þñïõÔüôå ç ôïðïëïãßá åðß ôïý åßíáé êáô' áíÜãêçí ç áóèåíÞò ôïðïëïãßá
ùò ðñïò ôçí ()∈ 

Áðïäåéîç. Âë. [28], Ch. III, Thm. 93 óåë. 83 êáé Ch. VI §8 Ex. 2 óåë. 131 ¤

1.15.4 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí o ôïðïëïãéêüò ·þñïò = 1∪· · ·∪ åßíáé ç Ýíùóç ðå-

ðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïõ, ôüôå ï öÝñåé ôç äïìÞ ôÞò áóèå-

íïýò ôïðïëïãßáò ùò ðñïò ôï {1  } ÅðïìÝíùò ìéá áðåéêüíéóç  :  −→ 

åßíáé óõíå·Þò⇔ [ç  | åßíáé óõíå·Þò, ∀ ∈ {1  }]
66Ðñâë. Dugundji [28], Ch. VI section 8 óåë. 131-132

67ÔïðéêÜ ðåðåñáóìÝíï óçìáßíåé üôé êÜèå óçìåßï ôïý  äéáèÝôåé ìéá ðåñéï·Þ, ç ïðïßá Ý·åé ìç êåíÞ ôïìÞ ìå ìüíïí

ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò  
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1.15.5 Ïñéóìüò. ¸óôù 1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · · ìéá (ùò ðñïò ôïí óõ-

íïëïèåùñçôéêü åãêëåéóìü áýîïõóá ) áêïëïõèßá ôïðïëïãéêþí ·þñùí, üðïõ ï 

åßíáé êëåéóôüò õðü·ùñïò ôïý +1 ãéá êÜèå  ∈ N Ôüôå ç Ýíùóç  :=
S∞
=1

åöïäéáóìÝíç ìå ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá ùò ðñïò ôçí ()∈N áðïôåëåß Ýíáí ôïðï-
ëïãéêü ·þñïðïõ ïíïìÜæåôáé ôï üñéï ôùí   ∈ N êáé óõìâïëßæåôáé ùò lim

−→∞

ÓçìåéùôÝïí üôé óôçí áêïëïõèßá

1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · · ⊆  = lim
−→∞

êÜèå  åßíáé êëåéóôüò õðü·ùñïò ôïý 

1.15.6 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ãéá  ∈ N0 ôáõôßæïíôáò ôïíR ìå ôïí êëåéóôü õðü·ùñï©
(1  +1) ∈ R+1

¯̄
+1 = 0

ª
ôïýR+1 (ùò ðñïò ôç óõíÞèç, åõêëåßäåéá ôïðï-

ëïãßá), Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá äïìÞóåùò ìéáò ãíçóßùò áýîïõóáò áêïëïõèßáò

R0 $ R1 $ R2 $ · · · $ R $ R+1 $ · · ·
êáé ôïý ó·çìáôéóìïý ôïý ïñßïõ

R∞ := lim
−→∞R



Ôá óôïé·åßá ôïý R∞ åßíáé áêïëïõèßåò x = (1 2   +1 ) ðñáãìáôéêþí

áñéèìþí, ïé ïðïßåò, ðÝñáí êÜðïéïõ äåßêôç, Ý·ïõí ìçäåíéêïýò üñïõò. ¸óôù  ∈ N
êáé Ýóôùx = (1   0 0 ) Ýíá ðáãéùìÝíï óôïé·åßï ôïýR∞ (éäùèÝíùò åéêüíá

ôïý óôïé·åßïõ (1  ) ∈ R ìÝóù ôÞò åíèÝóåùò R → R∞). ÅÜí  åßíáé ìéá

áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý x åíôüò ôïý R∞ ôüôå ãéá  ≥  ç ôïìÞ  ∩ R áðïôåëåß ìéá

áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý (áíôéóôïß·ïõ åêðñïóþðïõ ôïý) x åíôüò ôïý R ÅðïìÝíùò,

∃ ∈ R0 :
◦
Bóõí. (x; ) := {y ∈ R| kx− yk  } ⊆  ∩ R

êáé  :=
◦
Bóõí. (x; )∪

◦
Bóõí. (x; +1)∪ · · · ⊆ Êáé áíôéóôñüöùò° áõôü ôï óýíïëï

 åßíáé ãéá ïéáäÞðïôå áêïëïõèßá èåôéêþí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí  +1 +2 

ìéá áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý x åíþ ôï óýíïëï üëùí áõôþí ôùí  áðïôåëåß ìéá âÜóç

ðåñéï·þí ôïý x Ôïýôï óçìáßíåé üôé ôï x äåí äéáèÝôåé êáìéÜ áñéèìÞóéìç âÜóç ðå-

ñéï·þí. Ùò åê ôïýôïõ, ï R∞ äåí åßíáé 1ïò áñéèìÞóéìïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé,

êáô' åðÝêôáóç68, äåí åßíáé ìåôñéêïðïéÞóéìïò 69. ÌÜëéóôá, åðåéäÞ ôï  äåí åßíáé

óõìðáãÝò, ï R∞ äåí åßíáé ïýôå ôïðéêÜ óõìðáãÞò.
(ii) Ôáõôßæïíôáò ôçí S ìå ôïí éóçìåñéíü ôÞò S+1Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá äïìÞóåùò

ìéáò ãíçóßùò áýîïõóáò áêïëïõèßáò

S0 $ S1 $ S2 $ · · · $ S $ S+1 $ · · ·
68Âë. åäÜöéá 1.1.11 êáé 1.1.12 (i).

69Ðñïóï·Þ! ÅðåéäÞ ç Ýíùóç
S∞
=1 R

 ìðïñåß íá åöïäéáóèåß ìå ôç ìåôñéêÞ ôçí åðáãïìÝíç áðü ôç óôÜèìç (íüñìá)

kxk :=
qP

≥1 2 áðü ôá áíùôÝñù óõìðåñáßíïõìå üôé ç áóèåíÞò ôïðïëïãßá åßíáé ëåðôüôåñç ôÞò ôïðïëïãßáò ôÞò

ïñéæüìåíçò áðü áõôÞí ôç ìåôñéêÞ.
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êáé ôïý ó·çìáôéóìïý ôÞò áðåéñïäéÜóôáôçò óöáßñáò

S∞ := lim
−→∞S

 =

(
x = (1 2 ) ∈ R∞

¯̄̄̄
¯ P≥12 = 1

)


(iii) Ãéá K ∈ {RC} áðü ôç ãíçóßùò áýîïõóá áêïëïõèßá ðñïâïëéêþí ·þñùí

P0K $ P
1
K $ P

2
K $ · · · $ PK $ P+1K $ · · ·

(âë. åä. 1.12.3 (ii)) êáôáóêåõÜæåôáé ï áðåéñïäéÜóôáôïò ðñïâïëéêüò ·þñïò õðå-

ñÜíù ôïý K:

P∞K := lim
−→∞P


K

(iv) Ôáõôßæïíôáò ôïí ·þñï öáêïý L2−1(; 1  ) êáôÜ ôñüðï öõóéêü ìå Ýíáí

êëåéóôü õðü·ùñï ôïý L2+1(; 1   +1) ïñßæåôáé ï áðåéñïäéÜóôáôïò ·þñïò
öáêïý

L∞(; 1 2 ) := lim
−→∞L2−1(; 1  )

(ðïõ ìðïñåß íá éäùèåß êáé ùò ôñï·éáêüò ·þñïò S∞Z ùò ðñïò ôç ãíùóôÞ äñÜóç).

(v) Êáô' áíáëïãßáí ïñßæåôáé ç áðåéñïäéÜóôáôç ïñèïãþíéá ïìÜäá

O∞ := lim
−→∞O(R)

êáé ïé áðåéñïäéÜóôáôåò ôïðïëïãéêÝò ïìÜäåò:

SO∞ := lim
−→∞SO(R) U∞ := lim

−→∞U(C) SU∞ := lim
−→∞SU(C)

1.16 ÐÑÏÓÁÑÔÇÓÇ ÊÕÔÔÁÑÙÍ

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá ðáñáôßèåôáé ìéá åéäéêÞ (áëëÜ ðïëý óçìáíôéêÞ, áðï èåùñç-

ôéêÞò ðëåõñÜò) êáôáóêåõÞ ðçëéêü·ùñùí äçìéïõñãïýìåíùí ìÝóù óõíå·þí áðåé-

êïíßóåùí ⊇ 
−→  (ðïõ ðñïóáñôïýí Þ åðéêïëëïýí ôïí óôïí  , âë. åäÜöéï

1.10.12).

1.16.1 Ïñéóìüò. ÅÜí  åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé ç  : S−1 −→  ìéá

óõíå·Þò áðåéêüíéóç, ôüôå ìðïñïýìå íá ó·çìáôßóïõìå ôïí ·þñï  ∪ B (üðùò

óôïí ïñéóìü 1.10.12). ÅéóÜãïõìå ôïí áêüëïõèï óõìâïëéóìü:⎧⎪⎨⎪⎩
 : B + −→  ∪ B ãéá ôç öõóéêÞ åðßññéøç

e := (
◦
B) ⊆  ∪ B ãéá ôo -êýôôáñï êáé

 := | :  →  ∪ B ãéá ôç óõíÞèç Ýíèåóç
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Ï  ∪ B åßíáé ç Ýíùóç ôïý  ìå ôï -êýôôáñï e. (Åíßïôå, áíôß ôïý  ∪ B
ãñÜöïõìå áðëþò  ∪ e Þ  ∪ e êáé ëÝìå üôé ï  ∪ e ðñïêýðôåé êáôüðéí
ðñïóáñôÞóåùò ôïý -êõôôÜñïõ e ìÝóù ôÞò áðåéêïíßóåùò  êáèüôé

 ∪ e =  ∪ {(z) ∈ e | z ∈ B êáé (z) = (z) ∀z ∈ S−1}

Ðñâë. 1.10.13 (i).)

Ó·Þìá 1.??

(ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá  = 0 ç ðñïóÜñôçóç åíüò 0-êõôôÜñïõ óôïí åßíáé ç ðñïóÜñ-

ôçóç åíüò êáé ìüíïí óçìåßïõ óôïí)

1.16.2 Ðñüôáóç. ÅÜí ç  : S−1 −→  åßíáé óõíå·Þò êáé åðéññéðôéêÞ, ôüôå ï ðå-
ñéïñéóìüò |B : B −→  ∪ e åßíáé ìéá ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,
ï  ∪ e äçìéïõñãåßôáé áðü ôçí ìðÜëá B ýóôåñá áðü ôçí ôáýôéóç óõíïñéáêþí
óçìåßùí y z ∈ S−1 åÜí êáé ìüíïí åÜí (y) = (z)

1.16.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí  : S−1 −→  = {Ýíá óçìåßï} ôüôå
 ∪ e ≈ BS−1 ≈ S

(ii) ÅÜí ç  : S−1 −→  åßíáé óôáèåñÞ, ôüôå ∪ e ≈  ∨ (BS−1) ≈  ∨S
(iii) ÅÜí  = idS−1 : S−1 −→ S−1 ôüôå S−1 ∪ e ≈ B
(iv) ÅÜí ç  : S−1 → B åßíáé ç óõíÞèçò Ýíèåóç, ôüôå B ∪ e ≈ S

1.16.4 ÐáñÜäåéãìá. (Ðñïâïëéêïß ·þñïé) ÅÜí K ∈ {RC} êáé  üðùò óôçí (1.8),

ôüôå (üðùò Ý·åé åðéóçìáíèåß óôï åäÜöéï 1.13.5 (v)) PK ≈ S(+1)−1S−1 Ç Ýí-

èåóç S−1 → S(+1)−1 åßíáé óõìâáôÞ ìå ôç äñÜóç ôÞò S−1 åð' áõôþí. ¸ôóé,

ðñïêýðôåé ôï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:

S−1

©−1
²²

Â Ä // S(+1)−1



²²
P−1K 

// PK
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üðïõ  ç óõíÞèçò Ýíèåóç êáé  ç öõóéêÞ åðßññéøç. Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü

 ≥ 1 ïñßæïõìå ôç óõíå·Þ áðåéêüíéóç:

 : B −→ S(+1)−1 (0  −1) := (0  −1
q
1−P−1

=1 | |2)

Êáôüðéí ôïýôïõ ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç:

φ =  ◦  : B −→ PK

I Ç φ åßíáé åðéññéðôéêÞ. Ðñïò ôïýôï áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå óçìåßï

ξ = (0  ) ∈ S(+1)−1 õðÜñ·åé Ýíá óçìåßï u ∈ B ìå φ(u) = (ξ) ÅÜí

 = 0 ôüôå åðéëÝãïõìå ôï u := (0  −1). ÅÜí  6= 0, ôüôå åðéëÝãïõìå ôï

u := (0||−1   −1||−1 )

I Ç φ|◦B åßíáé åíñéðôéêÞ. Áò õðïèÝóïõìå üôé uv ∈ B ìå ||u||  1 ||v||  1

êáé φ(u) = φ(v) Ôüôå

(0  −1
p
1− ||u||2) = (0  −1

p
1− ||v||2)

ÅðåéäÞ êÜèå óôïé·åßï ôïý PK äéáèÝôåé ôï ðïëý Ýíáí åêðñüóùðï, ç ôåëåõôáßá óõ-

íôåôáãìÝíç ôïý ïðïßïõ åßíáé Ýíáò èåôéêüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, Ý·ïõìå

(0  −1
p
1− ||u||2) = (0  −1

p
1− ||v||2)

ïðüôå u = v

I Ç φ|◦B åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò. ¸óôù u ∈ B. ÅÜí ||u||  1, ôüôå ç ôåëåõôáßá

óõíôåôáãìÝíç ôïý (u) åßíáé 6= 0 êáé φ(u) ∈ PK r P−1K . ÅÜí ||u|| = 1 ôüôå ç

ôåëåõôáßá óõíôåôáãìÝíç ôïý (u) åßíáé = 0 êáé φ(u) ∈ P−1K  ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

φ(
◦
B) ⊆ PK r P−1K êáé φ(S

−1) ⊆ P−1K 

ÅðåéäÞ ï B åßíáé óõìðáãÞò êáé ï PK ·þñïò Hausdorff, ç φ åßíáé ôáõôéóìéêÞ

áðåéêüíéóç. ÅðåéäÞ
◦
B= φ−1 (φ(

◦
B)) çφ|◦

B
:
◦
B−→ PKrP

−1
K åßíáé ùóáý-

ôùò ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç êáé (ùò áìöéññéðôéêÞ) Ýíáò ïìïéïìïñöéóìüò. ÈÝôï-

íôáò e :=
◦
B ëáìâÜíïõìå PK r P

−1
K ≈ e êáé åðïìÝíùò

PK ≈ e0 ∪ e ∪ e2 ∪  ∪ e

1.16.5 ÐáñÜäåéãìá. (ÃåíéêåõìÝíïé ·þñïé öáêïý) ¸óôù

L2−1(; 1  ) := S2−1Z

üðùò óôïí ïñéóìü 1.14.5. Ç Z äñá åðß ôÞò S2−1 $ C åëåõèÝñùò, Ý·ïõóá ôç

óôñïöÞ (1  ) := (exp( 2
√−11
 )1  exp(

2
√−1
 )) ùò ãåííÞôïñÜ ôçò.
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(AõôÞ óôñÝöåé ôïí -ïóôü ðáñÜãïíôá C ôïý C êáôÜ 2
  ∀ ∈ {1  }) Ãéá

ôïí ·áñáêôçñéóìü ôïý L2−1(; 1  ) r L2−1(; 1  −1) (ðïõ áíáëïãåß

óå ü,ôé ðñïåßðáìå ãéá ôïõò ðñïâïëéêïýò ·þñïõò óôï åä. 1.16.4) èá êáôáöýãïõìå

óôçí ðåñéãñáöÞ ôùí ãåíéêåõìÝíùí ·þñùí öáêïý ðïõ äßäåôáé óôï óýããñáììá [46]

ôïý Hatcher, óåë. 145 Äéáéñþíôáò ôüí ìïíáäéáßï êýêëï, áò ôïí ðïýìå (≈ S1),
ôïí åíôáãìÝíï óôïí -ïóôü ðáñÜãïíôá C ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ C óå  ßóá
ôüîá ìå ôá óçìåßá exp( 2

√−1
 ) ∈   ∈ {1  } ùò áíôßóôïé·åò êïñõöÝò êáé

óõíäÝïíôáò ôçí -ïóôÞ êïñõöÞ ìå ôç ìïíáäéáßá óöáßñá S2−3 $ C−1 ìÝóù ôü-

îùí ìåãáêýêëùí åðß ôÞò S2−1 $ C, ëáìâÜíïõìå ìéá (2 − 2)-äéÜóôáôç ìðÜëá

B2−2 (≈ B2−2) ìå B2−2 = S2−3 ∀ ∈ {1  }. Ç B2−2 óõíßóôáôáé áðü ôá

óçìåßá

cos (0 0  0 exp(2
√−1
 )) + sin (1  −1 0) 0 ≤  ≤ 

2


Êáô' áíáëïãßáí, óõíäÝïíôáò ôï -ïóôü ôüîï ôïý (õðïäéáéñåèÝíôïò) êýêëïõ  ìå

ôç ìïíáäéáßá óöáßñá S2−3 $ C−1 ëáìâÜíïõìå ìéá ìðÜëá B2−1 (≈ B2−1) ìå
B2−1 = B2−2 ∪B2−2+1 (üðïõ ïé õðïäåßêôåò ïöåßëïõí íá äéáâÜæïíôáé «mod »).

Ç óôñïöÞ  áðåéêïíßæåé ôçí S2−3 $ C−1 óôïí åáõôü ôçò êáé óôñÝöåé ôïí  êáôÜ
2
  Ìéá êáôÜëëçëç äýíáìç ôÞò  Þôïé ç  üðïõ  ï ìïíáäéêüò öõóéêüò áñéè-

ìüò ìå  ≡ 1(mod ), óôÝëíåé êáèåìßá ôùí B2−2 êáé B2−1 íá áðåéêïíéóèåß

óôçí áêñéâþò åðüìåíÞ ôçò. ÅðåéäÞ ç  åßíáé ôÜîåùò  Ý·ïõìå Z ∼=  , ïðüôå

ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôïí L2−1(; 1  ) ùò ôïí ðçëéêü·ùñï ôïí äçìéïõñ-

ãïýìåíï áðü ìéá B2−1 ýóôåñá áðü ôáýôéóç ôùí äýï ìðáëþí B2−2 B2−2+1 ôïý

óõíüñïõ ôïõ ìÝóù ôÞò .

1.16.6 ÐáñáôÞñçóç. ¼ôáí  = 2 ç B3 åßíáé ïìïéïìïñöéêÞ ìéáò «öáêïåéäïýò» 3-

äéÜóôáôçò ìðÜëáò êáé ï L3(; 1 2) åßíáé ï ðçëéêü·ùñïò ï äçìéïõñãïýìåíïò áðü

áõôÞí ýóôåñá áðü ôçí ôáýôéóç ôùí äýï çìéóöáéñßùí ôçò ìÝóù ôÞò  Ç åí ëüãù

ôáýôéóç éóïäõíáìåß ìå ôç óýíèåóç åíüò êáôïðôñéóìïý ùò ðñïò ôï åðßðåäï ôïý êõ-

êëéêïý óôåöáíéïý ôïý öáêïý, ï ïðïßïò óôÝëíåé ôï Ýíá çìéóöáßñéï óôï Üëëï, êáé

ìéáò óôñïöÞò ôïý åíüò çìéóöáéñßïõ êáôÜ 21
 Ôï êÜôùèé ó·Þìá äåß·íåé ôïí öáêü

üôáí  = 7 1 = 2 ìå ôá äýï ìáñêáñéóìÝíá óçìåßá õðïäçëïýíôá ôçí ðåñéãñá-

öåßóá ôáýôéóç.

Ó·Þìá 1.??
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Áðü ôï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

C−1 % S2−3

©
²²²²

Â Ä // S2−1 $ C

²²²²
L2−3(; 1  −1)

Â Ä // L2−1(; 1  )

óõíÜãåôáé (üðùò óôï åäÜöéï 1.16.4) üôé

L2−1(; 1  ) ≈ L2−3(; 1  −1) ∪ e2−2 ∪ e2−1

üðïõ e2−1 :=
◦
B 2−1 êáé

e2−2 :=
½

ôï åóùôåñéêü ïéáóäÞðïôå

ôùí ôáõôéæïìÝíùí ìðáëþí B2−2 B2−2+1

¾


ïðüôå

L2−1(; 1  ) ≈ e0 ∪ e1 ∪ e2 ∪  ∪ e2−1

1.16.7 ÐáñÜäåéãìá. (Ïé åðéöÜíåéåò F êáé N) Ïé F êáéN ìðïñïýí íá áðï-

êôçèïýí áðü ôç ìïíïóçìåéáêÞ Ýíùóç (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) ìïíáäéáßùí êý-

êëùí ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç åíüò êáé ìüíïí 2-êõôôÜñïõ ìÝóù êáôáëëÞëùí áðåé-

êïíßóåùí, ôéò ïðïßåò êáé èá ðåñéãñÜøïõìå äéåîïäéêþò.

• ¸óôù  ∈ NO «-ïóôüò Üîïíáò óõíôåôáãìÝíùí» Λ åíôüò ôïý ·þñïõ ãéíïìÝíïõ

S1 × × S1| {z }
 öïñÝò

 1 ≤  ≤  ýðï ôçí Ýííïéá ôïý åä. 1.10.11, (iii) (c), åßíáé Ýíáò êýêëïò

Λ = S1 (≈ S1) êáé

Λ1 ∪  ∪ Λ ≈ S11 ∨ · · · ∨ S1 ⊆ S1 × · · · × S1| {z }
 öïñÝò

(ìå óçìåßï áíáöïñÜò êáèåíüò S1 ôï 1)

• Ãéá  ∈ {1 2  } êáé  ∈ Z ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

{ ∈ C | || = 1} = S1 −→ S11 ∨  ∨ S1
 7−→  () := (1 1  1 

 1  1)

(Ãéá  = 1 ç 1 =  åßíáé ç óõíÞèçò Ýíèåóç.)

• Ãéá ðáãéùìÝíïí ∈ N êáé  ∈ {1 } ïñßæïõìå ôï

 := {exp( 2
√−1
 ) |  − 1 ≤  ≤ }

êáé ôçí áðåéêüíéóç

 :  −→ S1 exp(2
√−1
 ) 7−→ exp(2

√−1(−  + 1))
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Ôï åßíáé Ýíá ôüîï ìÞêïõò 2 åíþ ç  ðåñéåëßóóåé áõôü ôï ôüîï ðåñß ôïí S1
Åí óõíå·åßá, ãéá ôõ·üíôåò 1 ≤ 1   ≤  êáé 1   ∈ Z óõìâïëßæïõìå ùò

11 · 22 · · ·  : S1 −→ S11 ∨  ∨ S1 (1.9)

åêåßíç ôçí áðåéêüíéóç, ç ïðïßá ôáõôßæåôáé ìå ôçí  ◦  åðß ôïý  ãéá êÜèå

 ∈ {1 } êáé åßíáé óõíå·Þò. Ç åí ëüãù áðåéêüíéóç äéáèÝôåé ìéá áðëÞ ãåùìå-
ôñéêÞ åñìçíåßá : ÅÜí Ýíá óçìåßï  ∈ S1 îåêéíþíôáò áðü ôï 1 ∈ S1 äéáôñÝ·åé ôïí
êýêëï S1 ôüôå ç åéêüíá ôïõ ìÝóù ôÞò (1.9) äéáôñÝ·åé |1| öïñÝò ôïí S11  êáôüðéí
|2| öïñÝò ôïí S12 ê.ï.ê. (êáé ìÜëéóôá êáôÜ ôçí ßäéá Þ ôçí áíôßèåôç öïñÜ, áíáëü-

ãùò ìå ôï êáôÜ ðüóïí ï åêÜóôïôå  åßíáé èåôéêüò Þ áñíçôéêüò). ÌÝóù ôÞò (1.9)

ìðïñåß êáíåßò íá åðéêïëëÞóåé óôïí S11 ∨  ∨ S1 Ýíá 2-êýôôáñï. (Âë. 1.16.1.)
• Åðß ðáñáäåßãìáôé, ãéá  = 1 êáé  := 1 : S

1 −→ S11 ≈ S1  7−→ () := 

ðñïóáñôþíôáò óôïí S1 Ýíá 2-êýôôáñï ìÝóù ôÞò  ëáìâÜíïõìå

S1 ∪0 e2 ≈ S1 ∨ S1 S1 ∪1 e2 ≈ B2 S1 ∪ e2 ≈ S1 ∪− e2
ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.16.2, ï S1 ∪ e äçìéïõñãåßôáé áðü ôçí ìðÜëá B2 ýóôåñá

áðü ôçí ôáýôéóç äõï óçìåßùí xy ∈ S1 = B2 åÜí êáé ìüíïí åÜí x = y ¼ôáí

 = 2 ôïýôï óçìáßíåé üôé åêôåëåßôáé ôáýôéóç ôùí áíôéðïäéêþí óçìåßùí ôïý S1
ïðüôå S1 ∪2 e2 ≈ P2RÁõôüò ï ïìïéïìïñöéóìüò äßäåé ôï Ýíáõóìá ãéá ôï áêüëïõèï

ãåíéêü èåþñçìá:

1.16.8 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 1 ÅÜí ðñïóáñôÞóïõìå óôç ìï-
íïóçìåéáêÞ Ýíùóç S11 ∨ ∨ S12 (êáé áíôéóôïß·ùò, óôçí S11 ∨ ∨ S1) Ýíá 2-êýôôáñï
ìÝóù ôÞò áðåéêïíßóåùò

12
−1
1 −12 · · · 2−12−12−1−12 : S1 −→ S11 ∨  ∨ S12

(êáé áíôéóôïß·ùò, ìÝóù ôÞò 21
2
2 · · · 2 : S1 −→ S11 ∨ ∨S1), ôüôå áðïêôïýìå ôçí F

(âë. ???) (êáé áíôéóôïß·ùò, ôçíN , âë. ???).

Áðoäåéîç. ¸óôù  := 12
−1
1 −12 · · · 2−12−12−1−12 ç åí ëüãù áðåéêüíéóç êáé

Ýóôù := S11 ∨ ∨S12 ∪ e2ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.16.2 Ý·ïõìå ≈ B2S üðïõ
(xy) ∈ S ⇐⇒

ïñó.
[xy ∈ S1 = B2 êáé (x) = (y)]

Áðü ôïí ïñéóìü ôÞò  äéáâëÝðïõìå üôé ï êýêëïò S1 äéáéñåßôáé óå 4 ßóá ôüîá

1 2  4 êáé ç S ôáõôßæåé ôï  ìå ôï +2 ∀ ∈ {1 2  4 − 2}, êáé ìÜ-
ëéóôá êáôÜ ôçí áíôßèåôç öïñÜ. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

F := E4R (üðùò óôï ???)

Ï ïìïéïìïñöéóìüò

E4
≈−→ B2 x 7−→ x

||x||  ∀x ∈ E4 ∀ ∈ I
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êáèþò êáé ï áíôßóôñïöïò ôïõ åßíáé óõìâáôïß ðñïò ôéò R êáé S ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

F ≈  (Bë. ðñüôáóç 1.10.5.) Ç áðüäåéîç ãéá ôçíN åßíáé áíÜëïãç. ¤

1.16.9 Óçìåßùóç. ÊáôÜ ôï èåþñçìá 1.16.8 ç ìïíïóçìåéáêÞ Ýíùóç S11 ∨ · · · ∨ S12
ìðïñåß íá åìöõôåõèåß êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï åíôüò ôÞò F þóôå ôï óõìðëÞñùìÜ ôçò

íá åßíáé Ýíá 2-êýôôáñï. Ùò åê ôïýôïõ, êáôüðéí áðïêïðÞò 2 (ðåðëáôõóìÝíùí)

ðåñéãñáììÜôùí êýêëùí áðü ôçí F áðïêôïýìå Ýíá 2-êýôôáñï. (Ôï ßäéï óõìâáß-

íåé êáé ãéá ôçí N êÜíïíôáò ·ñÞóç  ðåñéãñáììÜôùí êýêëùí.) Ôï êÜôùèé ó·Þìá

åîçãåß åðïðôéêþò áõôÞ ôç äéáäéêáóßá ãéá ôïí ôüñï T2 = F1:

Ó·Þìá 1.??

1.17 ÏÌÏÔÏÐÉÁ ÌÅÔÁÎÕ ÓÕÍÅμÙÍ

ÁÐÅÉÊÏÍÉÓÅÙÍ ÊÁÉ ÏÌÏÔÏÐÉÊÏÓ ÔÕÐÏÓ

Ç «ïìïôïðßá» áðïôåëåß ìßá áðü ôéò ðëÝïí èåìåëéþäåéò Ýííïéåò ôÞò Ôïðïëïãßáò.

1.17.1 Ïñéóìüò. ÅÜí  åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé êáé   :  −→  äõï

óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò. Ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç

 :  × I −→  (1.10)

êáëåßôáé ïìïôïðßá áðü ôçí  óôçí  (êáé ïé   ïìüôïðåò) üôáí

( 0) = () êáé ( 1) = () ∀ ∈ 

ÊÜèå ïìïôïðßá (1.10) áðü ôçí  óôçí  ïñßæåé ìéá ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá

áðåéêïíßóåùí

() := ( ) ∀ ∈ I ìå 0 =  êáé 1 = 

μñçóéìïðïéïýìåíïò óõìâïëéóìüò:

 '  ⇐⇒
ïñó

[ïé  êáé  åßíáé ïìüôïðåò]
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Ó·Þìá 1.??

1.17.2 Ðñüôáóç. Ç ``''' áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôÞò êëÜóåùò üëùí ôùí
óõíå·þí áðåéêïíßóåùí  :  −→  ìåôáîý äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí êáé 

Áðïäåéîç. ÁõôïðÜèåéá. ÅÜí  :  −→  åßíáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç, ôüôå

 '  ìÝóù ôÞò ïìïôïðßáò

 × I 3 ( ) 7−→ ( ) := () ∈ 

Óõììåôñéêüôçôá. ÅÜí  :  × I −→  åßíáé ìéá ïìïôïðßá áðü ôçí  óôçí  ôüôå

ç áêüëïõèç åßíáé ìéá ïìïôïðßá áðü ôçí  óôçí  :

 × I 3 ( ) 7−→ −( ) := ( 1− ) ∈ 

Ìåôáâáôéêüôçôá. ÅÜí1 : ×I −→  êáé2 : ×I −→  åßíáé ïìïôïðßåò áðü

ôçí  óôçí  êáé áðü ôçí  óôçí  áíôéóôïß·ùò, ôüôå ïñßæïõìå ôçí : ×I −→ 

ìÝóù ôïý ôýðïõ

( ) :=

(
1( 2) üôáí  ∈ [0 12 ]
2( 2− 1) üôáí  ∈ [12  1]

ÁõôÞ ç åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç, äéüôé1( 1) = () = 2( 0) ÅðéðñïóèÝôùò,

åßíáé óõíå·Þò (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.4.6) êáé éó·ýåé ( 0) = 1( 0) = ()

êáé( 1) = 2( 1) = ()¢ñá ç åßíáé ïìïôïðßá áðü ôçí  óôçí  ¤

1.17.3 Óõìâïëéóìüò. Ãéá êÜèå óõíå·Þ áðåéêüíéóç  :  −→  èá óçìåéþíïõìå

ìå ôï óýìâïëï [ ]ïì. ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ôçò ùò ðñïò ôçí ‘‘''' Þôïé70

[ ]ïì. := { :  −→  óõíå·Þò|  ' }
(ðïõ êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, êáé êëÜóç ïìïôïðßáò ôÞò ).

70Ðñïöáíþò, [ ]
ïì.
 = []

ïì.
 ⇔  ' 
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1.17.4 Ðñüôáóç. Ç ``''' åßíáé óõìâáôÞ ìå ôç óýíèåóç óõíå·þí áðåéêïíßóåùí, äç-
ëáäÞ åÜí ïé   :  −→  êáé  0 0 :  −→  åßíáé óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò, ôüôå
éó·ýåé ç áêüëïõèç óõíåðáãùãÞ: [ '  êáé  0 ' 0] =⇒  0 ◦  ' 0 ◦ 
Áðïäåéîç. ÅÜí 1 :  × I −→  êáé 2 :  × I −→  åßíáé ïìïôïðßåò áðü ôçí

 óôçí  êáé áðü ôçí  0 óôçí 0 áíôéóôïß·ùò, ôüôå ïñßæïõìå ôçí

 :  × I −→  ( ) 7−→ ( ) := 2(() )

ÁõôÞ åßíáé ðñïäÞëùò óõíå·Þò, ( 0) = 2(() 0) =  0(()) = ( 0 ◦ )() êáé

( 1) = 2(() 1) = 0(()) = (0 ◦ )()

Åí óõíå·åßá, ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ôç óýíèåóç 0 := 0 ◦1 (ðïõ åßíáé ðñïäÞëùò

óõíå·Þò ) éó·ýåé  0( 0) = (0 ◦1) ( 0) = 0(()) = (0 ◦ )() êáé

 0( 1) = (0 ◦1) ( 1) = 0(()) = (0 ◦ )()

Åî áõôþí Ýðåôáé üôé

 0 ◦  ' 0 ◦ 
0 ◦  ' 0 ◦ 

)
=⇒
1.17.2

 0 ◦  ' 0 ◦ 

ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

1.17.5 Óçìåßùóç. Ëüãù ôùí ðñïôÜóåùí 1.17.2 êáé 1.17.4, èÝôïíôáò ãéá ïéïõóäÞ-

ðïôå ∈ Ob(Top)

[ ]ïì. := {[ ]ïì. | :  −→  óõíå·Þò}

äçìéïõñãåßôáé ç ëåãïìÝíç êáôçãïñßá ïìïôïðßáò Htp ìå Ob(Htp) = Ob(Top) êáé

ÌïrHtp( ) := [ ]ïì. êáèþò ïñßæåôáé êáëþò ç óýíèåóç

[ ]ïì. × []ïì. −→ []ïì. ( 
0) 7−→ [ 0]ïì. ◦ [ ]ïì. := [

0 ◦  ]ïì. 

ç ïðïßá ðëçñïß ôéò éäéüôçôåò (i) êáé (ii) ôïý åä. F.1.1.

1.17.6 Ïñéóìüò. Ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→  ìåôáîý äõï ôïðïëïãéêþí

·þñùí êáëåßôáé ìçäåíïïìïôïðéêÞ üôáí  ' const0  ãéá êÜðïéï 0 ∈  üðïõ

const0() := 0 ãéá êÜèå  ∈ ¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáëåßôáé óõóôáëôüò

(contractible) üôáí ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç id åßíáé ìçäåíïïìïôïðéêÞ.

1.17.7 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí ïé   : R −→ R2 åßíáé ïé áðåéêïíßóåéò ïé ïñéæü-

ìåíåò áðü ôïõò ôýðïõò () := ( 2) êáé () := ( ) ãéá êÜèå  ∈ R ôüôå ç
( ) := ( 2 − 2 + ) åßíáé ìéá ïìïôïðßá áðü ôçí  óôçí 

(ii) ¸óôù  ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò. Ôüôå ïéåóäÞðïôå óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò
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  :  −→ R åßíáé ïìüôïðåò. Ìéá óõãêåêñéìÝíç ïìïôïðßá áðü ôçí  óôçí 

åßíáé ç ëåãoìÝíç ïìïôïðßá ôùí åõèõãñÜììùí ôìÞìáôùí:

( ) := (1− )() + () ∀( ) ∈  × I

Ó·Þìá 1.??

(iii) ÅÜí  åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé  : R −→  óõíå·Þò áðåéêü-

íéóç, ôüôå ç  åßíáé ìçäåíïïìïôïðéêÞ. (Áñêåß ðñïò ôïýôï íá èåùñçèåß ç ïìïôïðßá

(x ) := ((1− )x) ∀(x ) ∈ R × I)
(iv) Ç óýíèåóç ìéáò ìçäåíïïìïôïðéêÞò áðåéêïíßóåùò ìå ìéá ôõ·ïýóá óõíå·Þ áðåé-

êüíéóç åßíáé ìçäåíïïìïôïðéêÞ. (Âë. ðñüôáóç 1.17.4.)

(v) Ïé óõóôáëôïß ôïðïëïãéêïß ·þñïé åßíáé äñïìïóõíåêôéêïß (êáé, êáô' åðÝêôáóç,

óõíåêôéêïß). Ôï íá åßíáé Ýíáò ·þñïò óõóôáëôüò áðïôåëåß ìéá ôïðïëïãéêÞ éäéüôçôá.
(ÅÜí ï  åßíáé óõóôáëôüò, ôüôå êáé êÜèå ôïðïëïãéêüò ·þñïò ïìïéïìïñöéêüò ôïý

 åßíáé óõóôáëôüò). Åðß ðáñáäåßãìáôé, ìÝóù ôÞò ïìïôïðßáò (x ) := (1 − )x

äéáðéóôþíïõìå üôé ïé ·þñïé R êáé B åßíáé óõóôáëôïß. Ùò åê ôïýôïõ, üëá ôá êýô-
ôáñá êáé üëåò ïé ìðÜëåò åßíáé ·þñïé óõóôáëôïß.

(vi) ¸íáò õðü·ùñïò  ôïý R êáëåßôáé áóôñüìïñöïò üôáí õðÜñ·åé Ýíá óçìåßï

x0 ∈  ôÝôïéï þóôå ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ôï ïñéæüìåíï áðü ôï x0 êáé ôï x áíÞêåé

óôïí ∀x ∈ Ç ïìïôïðßá(x ) := (1− )x+ x0 ∀(x ) ∈  × I äåß·íåé üôé
ïé áóôñüìïñöïé (êáé, éäéáéôÝñùò, ïé êõñôïß71) õðü·ùñïé ôïý R åßíáé óõóôáëôïß.

Ó·Þìá 1.??

71¸íáò õðü·ùñïò ôïý R êáëåßôáé, ùò ãíùóôüí, êõñôüò (convex) üôáí ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ôï ïñéæüìåíï áðü äýï

ôõ·üíôá óçìåßá ôïõ x êáéy áíÞêåé ðÜíôïôå óå áõôüí. Ðñïöáíþò, êÜèå êõñôüò õðü·ùñïò ôïýR åßíáé áóôñüìïñöïò
(star shaped). Ùóôüóï, ôï áíôßóôñïöï äåí åßíáé ðÜíôïôå áëçèÝò. (Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï õðïóýíïëï ôïý R2 ðïõ

äåß·íåôáé óôï ó·Þìá ?? åßíáé áóôñüìïñöï êáé ìç êõñôü.)
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(vii) ¸óôù  ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò. ÊÜèå óõíå·Þò, ìç åðéññéðôéêÞ áðåéêü-

íéóç  :  −→ S åßíáé ìçäåíïïìïôïðéêÞ. ¸óôù y0 ∈ S r ()

Ðñþôç áðüäåéîç: ÊÜèå  áõôïý ôïý åßäïõò åßíáé ç óýíèåóç ôÞò

 −→ S r {y0}  7−→ ()

ìå ôçí Ýíèåóç S r {y0} → S ÅðåéäÞ ôï êýôôáñï S r {y0} åßíáé óõóôáëôü, ç 

åßíáé ìçäåíïïìïôïðéêÞ.

Äåýôåñç áðüäåéîç: Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ôï óõíäÝïí ôá () êáé −y0 åíôüò ôïý
R+1 äåí ðåñéÝ·åé ôï 0 ∈ R+1 (äéüôé áëëéþò èá åß·áìå y0 = () ∈ ()). Åðï-

ìÝíùò ç

 × I 3 ( ) 7−→ ( ) =
(1− )()− y0
||(1− )()− y0|| ∈ S



åßíáé ìéá ïìïôïðßá áðü ôçí  óôç óôáèåñÞ áðåéêüíéóç  7−→ −y0 ∀ ∈ 

1.17.8 Ïñéóìüò. ÅÜí   :  −→  åßíáé äõï óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ôïðï-

ëïãéêþí ·þñùí êáé ï  õðü·ùñïò ôïý  ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé  | ' |  ôüôå

ïé  êáé  ïíïìÜæïíôáé ïìüôïðåò ó·åôéêþò ðñïò ôïí (óõìâïëéêþò:  '  ó·. )
üôáí õðÜñ·åé ìéá ïìïôïðßá  :  × I −→  áðü ôçí  óôçí  ó·åôéêþò ðñïò ôï
 Þôïé ìå ( ) = () = () ãéá êÜèå  ∈  (Ôá óçìåßá () = ()  ∈ 

äåí åðçñåÜæïíôáé êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôÞò)

Ó·Þìá 1.??

1.17.9 Ðñüôáóç. Ç ``' ó·. '' áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôÞò êëÜóåùò
üëùí ôùí óõíå·þí áðåéêïíßóåùí  :  −→  ìåôáîý äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí 
êáé  üðïõ  ïéïóäÞðïôå ðáãéùìÝíïò õðü·ùñïò ôïý

Áðïäåéîç. Ðáíïìïéüôõðç åêåßíçò ôÞò ðñïôÜóåùò 1.17.2. ¤

1.17.10 Óõìâïëéóìüò. Ãéá êÜèå óõíå·Þ áðåéêüíéóç  :  −→  èá óçìåéþíïõìå

ìå ôï óýìâïëï [ ]ïì.() ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ôçò ùò ðñïò ôçí ‘‘' ó·. '' üðïõ
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 êÜðïéïò ðáãéùìÝíïò õðü·ùñïò ôïý Þôïé

[ ]ïì.() := { :  −→  óõíå·Þò|  '  ó·.}

(ðïõ êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, êáé êëÜóç ïìïôïðßáò ôÞò  ó·åôéêþò ðñïò ôïí ).

1.17.11 Ðñüôáóç. ¸óôù  :  −→  ìéá ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç (õðü ôçí Ýííïéá
ôïý ïñéóìïý 1.10.7) êáé Ýóôù  :  × I −→  ìéá áðåéêüíéóç, ôÝôïéá þóôå ç
óýíèåóç  ◦ (× idI) :  × I −→  íá åßíáé ìéá ïìïôïðßá. Ôüôå êáé ç  åßíáé ìéá
ïìïôïðßá.

Áðïäåéîç. Åî õðïèÝóåùò, ç ◦ (× idI) åßíáé óõíå·Þò. ÅðåéäÞ ôï I åßíáé óõìðá-

ãÝò, åßíáé åýêïëï íá äåé·èåß üôé ç × idI åßíáé ôáõôéóìéêÞ, ïðüôå ç  ïöåßëåé íá

åßíáé óõíå·Þò (åðß ôç âÜóåé ôïý 1.10.7 (iii)). ¤

1.17.12 Ðüñéóìá. ÅÜí ïé  åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé, åðß ôùí ïðïßùí Ý·ïõí
ïñéóèåß ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò R êáé S, áíôéóôïß·ùò, êáé ç  :  × I −→  ìéá
ïìïôïðßá óõìâáôÞ ìå áõôÝò (äçë.  ∼R 0 =⇒ ( ) ∼S (0 ) ∀ ∈ I), ôüôå
ìÝóù ôÞò åðÜãåôáé ìéá ïìïôïðßá

 : R× I −→ S ([]∼R  ) 7−→ [([]∼R  )]∼S 

1.17.13 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù

cone() :=  × I × {1}

ï êþíïò õðåñÜíù ôïý (ï ïñéóèåßò óôï åä. 1.10.11 (ii)). Ç áðåéêüíéóç

 : ( × I)× I −→  × I (( ) ) 7−→ ( (1− )+ )

åßíáé ìéá ïìïôïðßá ìå ( × I ) =  × {1} ∀ ∈ I ÊáôÜ óõíÝðåéáí, åðÜãåôáé

ìéá ïìïôïðßá

 : cone()× I −→ cone()

ÅðåéäÞ 0 = idcone() êáé 1(cone()) = [ × {1}]∼ ï êþíïò cone() åßíáé

·þñïò óõóôáëôüò.

¸íá ðëÞèïò ðñïâëçìÜôùí ôÞò Ôïðïëïãßáò áðïôåëïýí åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôïý

ëåãïìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò ôÞò åðåêôÜóåùò : ÅÜí äïèåß Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò 

Ýíáò õðü·ùñïò ⊆  êáèþò êáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→  õößóôáôáé

êÜðïéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→  ïýôùò þóôå  = |;


∃;

ÃÃ@
@

@
@

©


/ ²

>>~~~~~~~


// 
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Åðß ðáñáäåßãìáôé, äõï óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò 0 1 :  −→  åßíáé ïìïôïðéêÝò

åÜí êáé ìüíïí åÜí ç áðåéêüíéóç

( × {0}) ∪ ( × {1}) −→  ( 0) 7−→ 0() ( 1) 7−→ 1()

åßíáé (óõíå·þò) åðåêôÜóéìç åðß ôïý êõëßíäñïõ × I (Ùò åê ôïýôïõ, ôï ðñüâëçìá

(õðÜñîåùò) ïìïôïðßáò áðïôåëåß åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïý ðñïâëÞìáôïò ôÞò åðåêôÜ-
óåùò, ôï ïðïßï åßíáé åðéëýóéìï ìüíïí õðü óõãêåêñéìÝíïõò ðåñéïñéóìïýò.)

1.17.14 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò. ¸íáò õðü·ùñïò  ⊆  êá-

ëåßôáé óýìðôõîç ôïý  (retract of ) üôáí õðÜñ·åé ìéá áðåéêüíéóç óõìðôýîåùò

(retraction map)  :  −→  Þôïé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìå | = id

1.17.15 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå ôoðïëïãéêüò  åßíáé óýìðôõîç ôïý åáõôïý ôïõ.

Åðßóçò, êÜèå ìïíïóýíïëï {} áðïôåëïýìåíï áðü Ýíá óçìåßï  åíüò ôïðïëïãéêïý

 åßíáé óýìðôõîç ôïý

(ii) ÅÜí  åßíáé óýìðôõîç ôïý  êáé  óýìðôõîç ôïý  ôüôå êáé ï  åßíáé óý-

ìðôõîç ôïý

(iii) ÅÜí äïèïýí äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé  ôüôå ï õðü·ùñïò  (Þ ï õðü·ùñïò

 ) ôÞò ìïíïóçìåéáêÞò åíþóåùò  ∨  åßíáé óýìðôõîç ôÞò  ∨  Åðßóçò, åÜí

0 ∈  ôüôå ï × {0} åßíáé óýìðôõîç ôïý × 

(iv) Ïé óõìðôýîåéò ·þñùí Hausdorff åßíáé ðÜíôïôå êëåéóôïß õðü·ùñïé.

1.17.16 Óçìåßùóç. Ïé üñïé óýìðôõîç êáé ïìïôïðßá åéóÞ·èçóáí ðåñß ôï Ýôïò 1931

áðü ôïí K. Borsuk72. Ãéá ìéá ðñþôç åðáöÞ ìå ôç ãåíéêÞ èåùñßá ôùí óõìðôýîåùí

âë. Hu [49].

K. Borsuk

72Borsuk, Karol (851905-2411982). Ðïëùíüò ìáèçìáôéêüò. ÊáèçãçôÞò ôïý Ðáíåðéóôçìßïõ ôÞò Âáñóïâßáò

áðü ôï 1938 ¸ãñáøå áîéüëïãåò åñãáóßåò åðß ôÞò Ôïðïëïãßáò êáé ôùí èåìåëßùí ôÞò ðïëõäéÜóôáôçò ÁíáëõôéêÞò

Ãåùìåôñßáò. Åßíáé áõôüò ðïõ åéóÞãáãå ôéò Ýííïéåò «óýìðôõîç», «áðüëõôç óýìðôõîç» êáé «ïìïôïðßá», üðùò ôéò ãíù-

ñßæïõìå óÞìåñá. Ï Borsuk äéáêñßèçêå éäéáéôÝñùò ãéá ôá Üñèñá ôïõ åðß ôÞò èåùñßáò ôùí óôáèåñþí óçìåßùí.
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1.17.17 Ðñüôáóç. ÄïèÝíôùí äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí êáé åíüò êëåéóôïý õðü-
·ùñïõ  ⊆  ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→  åßíáé (óõíå·þò) åðåêôÜóéìç
åðß ôïý åÜí êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé óýìðôõîç ôïý  ∪  (Âë. ïñéóìü 1.10.12.)

Áðïäåéîç. ¸óôù  :  +  −→  ∪  ç öõóéêÞ åðßññéøç. ÅÜí  :  −→ 

åßíáé ìéá óõíå·Þò åðÝêôáóç ôÞò  ôüôå ç óýíèåóç (+ id ) ◦ −1 :  ∪  −→ 

åßíáé ìéá áðåéêüíéóç óõìðôýîåùò. (Ðñâë. ðñüôáóç 1.10.5.) Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí

ç  :  ∪ −→  åßíáé ìéá áðåéêüíéóç óõìðôýîåùò, ôüôå ç óýíèåóç  := ◦(|)
åßíáé ìéá óõíå·Þò åðÝêôáóç ôÞò  . ¤

1.17.18 Ðñüôáóç. ¸óôù  ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò. Ôüôå ìéá óõíå·Þò áðåéêü-
íéóç  : S −→  åßíáé ìçäåíïïìïôïðéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé (óõíå·þò) åðå-
êôÜóéìç åðß ôÞò ìðÜëáò B+1 (äçëáäÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé óýìðôõîç ôïý
 ∪ +1).

Áðïäåéîç. ¸óôù  : B+1 −→  ìéá óõíå·Þò åðÝêôáóç ôÞò  . Ôüôå ç

 : S × I −→  (x ) 7−→ (x ) := (x)

åßíáé ïìïôïðßá ìå 0 = óôáèåñÜ êáé 1 =  ÅÜí ç  : S × I −→  åßíáé,

áíôéóôñüöùò, ìéá ïìïôïðßá ìå(S×{0}) = 0 ∈  êáé(x 1) = (x) ∀x ∈ S
ôüôå ç áðåéêüíéóç

 : S × I −→ B+1 (x ) := x ∀(x ) ∈ S × I

åßíáé ôáõôéóìéêÞ, ïðüôå ç  :=  ◦ −1 åßíáé óõíå·Þò (âë. 1.10.5) êáé |S =  ¤

Ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→  ìåôáîý ôïðïëïãéêþí ·þñùí åßíáé ïìïéï-

ìïñöéóìüò üôáí õðÜñ·åé óõíå·Þò  :  −→  ìå  ◦  = id êáé  ◦  = id  ÅÜí

êáíåßò áíôéêáôáóôÞóåé ôéò éóüôçôåò ìå ‘‘''', ôüôå ðñïêýðôåé ç áêüëïõèç óçìáíôéêÞ

Ýííïéá (ôÞò ïìïôïðéêÞò éóïäõíáìßáò ):

1.17.19 Ïñéóìüò. Ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→  ìåôáîý äõï ôïðïëïãéêþí

·þñùí êáé  êáëåßôáé ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá üôáí õðÜñ·åé ìéá óõíå·Þò áðåéêü-

íéóç  :  −→  ìå  ◦ ' id êáé  ◦ ' id μñçóéìïðïéïýìåíïò óõìâïëéóìüò:

 '  ⇐⇒
ïñó.

[∃ êÜðïéá ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá  :  −→  ]

(Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ëÝìå üôé ïé  êáé  åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìïé Þ üôé

äéáèÝôïõí ôïí ßäéï ïìïôïðéêü ôýðï73.)

73Êáô' áíáëïãßáí, ï óõìâïëéóìüò 6'  èá äçëïß üôé ïé êáé  äåí åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìïé.
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1.17.20 ÐáñÜäåéãìá. Ï R r {0} Ý·åé ôïí ïìïôïðéêü ôýðï ôÞò S−1 ÐñÜãìáôé,

åÜí  : S−1 → R r {0} åßíáé ç óõíÞèçò Ýíèåóç êáé

 : R r {0} −→ S−1 x 7−→ (x) :=
x

||x|| 

ôüôå  ◦  ' idS−1 êáé  ◦  ' idRr{0} ìÝóù ôÞò (x ) := (1 − )x + (x) Ç

ðåñßðôùóç, êáôÜ ôçí ïðïßá  = 2 åéêïãñáöåßôáé óôï ó·Þìá ??. Ôá âÝëç õðïäåé-

êíýïõí ôï ðþò ôá óçìåßá êéíïýíôáé êáôÜ ôç óôáäéáêÞ åöáñìïãÞ ôÞò ïìïôïðßáò



Ó·Þìá 1.??

ÖõóéêÜ, ïìïéïìïñöéêïß ·þñïé äéáèÝôïõí ôïí ßäéï ïìïôïðéêü ôýðï. Ãéá ôéò óõíå-

êôéêÝò, óõìðáãåßò åðéöÜíåéåò éó·ýåé êÜôé áêüìç ðéï éó·õñü:

1.17.21 Èåþñçìá. Äõï óõíåêôéêÝò óõìðáãåßò åðéöÜíåéåò åßíáé ïìïéïìïñöéêÝò åÜí
êáé ìüíïí åÜí åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìåò.

Ùóôüóï, õðÜñ·ïõí ðÜìðïëëá óõíåêôéêÜ, óõìðáãÞ ôïðïëïãéêÜ ðïëõðôýãìáôá

äéáóôÜóåùò ≥ 3 ôá ïðïßá åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá áëëÜ ü·é ïìïéïìïñ-

öéêÜ. ÊÜðïéá áðëÜ ðáñáäåßãìáôá ðïëõðôõãìÜôùí áõôïý ôïý åßäïõò ðñïêýðôïõí

Üìåóá åÜí êáíåßò áíáêáëÝóåé ôï èåþñçìá ôÞò ôáîéíïìÞóåùò ôùí ·þñùí öáêïý

ìÝ·ñéò ïìïôïðéêÞò éóïäõíáìßáò.

1.17.22 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ·þñùí öáêïý ìÝ·ñéò “ ' ”, Whitehead [127], 1941.)

Äõï ·þñïé öáêïý L( ) êáé L(0 0) åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìïé åÜí êáé
ìüíïí åÜí 74  = 0 êáé  ≡ ±20(mod ) ãéá êÜðïéïí  ∈ {1  − 1}
74ÅÜí õðïôåèåß üôé L( ) ' L(0 0) ãéá ìéá áðëÞ áðüäåéîç ôïý üôé éêáíïðïéïýíôáé êáô' áíÜãêçí áõôÝò ïé áñéè-

ìçôéêÝò óõíèÞêåò, âë. Hilton&Wylie [48], óåë. 223-225
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1.17.23 ÐáñÜäåéãìá. Ãéá ôá ôñéäéÜóôáôá (óõíåêôéêÜ, óõìðáãÞ) ôïðïëïãéêÜ ðï-

ëõðôýãìáôá L(7 1) êáé L(7 2) Ý·ïõìå

L(7 1) ' L(7 2) áëëÜ L(7 1) 6≈ L(7 2)

äéüôé 2 ≡ 32(mod 7)& 2 6≡ ±1(mod 7) (âÜóåé ôùí èåùñçìÜôùí 1.17.22 êáé 1.14.4).

To áíôßóôïé·ï ôïý èåùñÞìáôïò ôáîéíïìÞóåùò 1.17.22 ãéá ãåíéêåõìÝíïõò ·þñïõò

öáêïý Ý·åé ùò åîÞò:

1.17.24 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ãåí. ·þñùí öáêïý ìÝ·ñéò “ ' ”, Olum [88], 1953.)
Ãéá äõï ãåíéêåõìÝíïõò ·þñïõò öáêïý

L := L2−1(; 1 ) êáé L0 := L2−1(0; 01  
0
)

éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

L ' L0 ⇐⇒

⎡⎢⎢⎣ = 0 êáé

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Q
=1

 ≡ ±
Q
=1

0(mod )

ãéá êÜðïéïí  ∈ {1  − 1}

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
⎤⎥⎥⎦ 

Áðïäåéîç. Ãéá ìéá äéåîïäéêÞ áëãåâñïôïðïëïãéêÞ áðüäåéîç âë. Cohen [18], §29

óåë. 91-97 êáé -åéäéêüôåñá- Thm. (291) óåë. 96 ¤

1.17.25 Ðñüôáóç. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò  åßíáé óõóôáëôüò åÜí êáé ìüíïí åÜí
Ý·åé ôïí ïìïôïðéêü ôýðï åíüò óçìåßïõ.

Áðïäåéîç. ÄïèÝíôïò åíüò óçìåßïõ 0 ∈  , óçìåéþíïõìå ùò 0 :  −→ {0} ôç
óôáèåñÞ áðåéêüíéóç êáé ùò  : {0} →  ôç óõíÞèç Ýíèåóç. ÅÜí id ' 0  ôüôå

ïé ðñïçãïýìåíåò áðåéêïíßóåéò äåß·íïõí üôé  ' {0} Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ìáò

äïèïýí óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò  :  −→ {0} êáé  : {0} →  ìå  ◦  ' id
êáé  ◦  ' id{0} ôüôå ç id åßíáé ïìüôïðç ôÞò  7−→ (0) ¤

1.17.26 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò õðü·ùñïò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ  êáé Ýóôù

 :  →  ç óõíÞèçò Ýíèåóç. Ôüôå ï êáëåßôáéðáñáìïñöùôéêÞ óýìðôõîç ôïý 

(deformation retract of) üôáí õðÜñ·åé ìéá áðåéêüíéóç óõìðôýîåùò75  :  −→ 

(âë. 1.17.14) ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé  ◦  ' id  ÅÜí, åðéðñïóèÝôùò,  ◦  ' id ó·.
 (âë. åä. 1.17.8), ôüôå ï  êáëåßôáé éó·õñÞ ðáñáìïñöùôéêÞ óýìðôõîç ôïý 

(strong deformation retract of).

1.17.27 Óçìåßùóç. ÅÜí ï  åßíáé ðáñáìïñöùôéêÞ óýìðôõîç ôïý ôüôå  ' 

75Ðñïöáíþò,  ◦  = id
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1.17.28 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç ìïíáäéáßá óöáßñá S−1 åßíáé éó·õñÞ ðáñáìïñöù-

ôéêÞ óýìðôõîç ôùí Br{0} Rr{0} (Þ áêüìá êáé ôïýBr{x0}, üðïõ x0 ∈
◦
B).

Ç áðüäåéîç êÜíåé ·ñÞóç ôÞò ïìïôïðßáò ôÞò ïñéóèåßóáò óôï ðáñÜäåéãìá 1.17.20.

(ii) ÅÜí  åßíáé ðáñáìïñöùôéêÞ (êáé áíôéóôïß·ùò, éó·õñÞ ðáñáìïñöùôéêÞ) óý-

ìðôõîç ôïý  êáé  ðáñáìïñöùôéêÞ (êáé áíôéóôïß·ùò, éó·õñÞ ðáñáìïñöùôéêÞ)

óýìðôõîç ôïý ôüôå êáé ï åßíáé ðáñáìïñöùôéêÞ (êáé áíôéóôïß·ùò, éó·õñÞ ðá-

ñáìïñöùôéêÞ) óýìðôõîç ôïý 

(iii) Ôï êÜôùèé óçìá äåß·íåé (êáôÜ óåéñÜí) ôéò áêüëïõèåò ðáñáìïñöùôéêÝò óõ-

ìðôýîåéò åíüò äßóêïõ (≈ B2) ðïõ öÝñåé äýï ôñýðåò: ôç ìïíïóçìåéáêÞ Ýíùóç äýï

êýêëùí (ãíùóôÞ êáé ùò ðåñßãñáììá ôïý áñéèìïý 8), äýï êýêëïõò óõíäåäåìÝíïõò

ìÝóù åíüò åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò êáé Ýíáí ·þñï ðïõ ïìïéÜæåé ìå ôï ãñÜììá Θ

Ó·Þìá 1.??

(iv) ÅÜí  åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò, ôüôå ôüóïí ôï «äÜðåäï»  × {0} üóïí
êáé ç «ïñïöÞ»  × {1} ôïý (ìïíáäéáßïõ) êõëßíäñïõ  × I (âë. 1.10.11 (ii)) åßíáé

éó·õñÝò ðáñáìïñöùôéêÝò óõìðôýîåéò ôïý  × I Åðßóçò, ç êïñõöÞ ôïý cone()

åßíáé éó·õñÞ ðáñáìïñöùôéêÞ óýìðôõîç áõôïý.

(v) ÅÜí  åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé êáé {0} éó·õñÞ ðáñáìïñöùôéêÞ óý-

ìðôõîç ôïý  (üðïõ 0 ∈  ), ôüôå ï  × {0} åßíáé éó·õñÞ ðáñáìïñöùôéêÞ óý-

ìðôõîç ôïý ×  êáé ï  éó·õñÞ ðáñáìïñöùôéêÞ óýìðôõîç ôïý ∨ 

1.17.29 Ðñüôáóç. ¸óôù Ýíáò êëåéóôüò õðü·ùñïò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ êáé
Ýóôù  :  −→  ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç. ÅÜí ï  åßíáé éó·õñÞ ðáñáìïñöùôéêÞ
óýìðôõîç ôïý , ôüôå ï  åßíáé éó·õñÞ ðáñáìïñöùôéêÞ óýìðôõîç ôïý  ∪ .
Áðïäåéîç. ¸óôù  :  × I −→  ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêÞ ðñïò ôï  (âë. 1.17.8)

ìå0 = id êáé1() =  Ôüôå ç åðáãoìÝíç ïìïôïðßá: (× )× I −→ +
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åßíáé óõìâáôÞ ìå ôç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò  ∼ ()  ∈  êáé (ëüãù ôïý 1.17.12) ç

ïìïôïðßá : ( ∪ )× I −→  ∪  ìå0 = id ∪ êáé1( ∪ ) =  ìáò

ïäçãåß óôçí åðáëÞèåõóç ôïý éó·õñéóìïý. ¤

1.17.30 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí êáíåßò áðïìáêñýíåé Ýíá óçìåßï áðü ôçí F (êáé áíôé-

óôïß·ùò, áðü ôçí N), ôüôå áðïêôÜ Ýíáí ·þñï ï ïðïßïò Ý·åé ôç ìïíïóçìåéáêÞ

Ýíùóç S11 ∨ · · · ∨ S1 ìå  = 2 (êáé áíôéóôïß·ùò, ìå  = ) ùò éó·õñÞ ðáñáìïñ-

öùôéêÞ óýìðôõîÞ ôïõ. (Ðñâë. èåþñçìá 1.16.8.) Ôï êÜôùèé ó·Þìá åéêïíïãñáöåß

áõôÞí ôçí éäéüôçôá ãéá ôïí ôüñï F1 = T2

Ó·Þìá 1.??

1.18 ÔÏÐÏËÏÃÉÊÁ ÆÅÕÃÇ

1.18.1 Ïñéóìüò. ¸íá ôïðïëïãéêü æåýãïò () åßíáé Ýíá (äéáôåôáãìÝíï) æåýãïò

áðïôåëïýìåíï áðü Ýíáí ôïðïëïãéêü ·þñï êáé Ýíáí õðü·ùñü ôïõ. (Óýìâáóç:

¼ôáí  = ∅ ôüôå ôï (∅) ôáõôßæåôáé ìå ôïí ßäéïí ôïí .) ËÝìå üôé Ýíá ôïðïëï-

ãéêü æåýãïò () åßíáé õðïæåýãïò åíüò ôïðïëïãéêïý æåýãïõò ( 0 0) üôáí ï 

åßíáé õðü·ùñïò ôïý 0 êáé ï õðü·ùñïò ôïý0 (Óõìâïëéóìüò: () ⊆ ( 0 0).)

1.18.2 Ïñéóìüò. Ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  : () −→ () ìåôáîý ôïðïëï-

ãéêþí æåõãþí åßíáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→  ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé ï

åãêëåéóìüò () ⊆  ¼ôáí ìéá ôÝôïéá áðåéêüíéóç  óõìâáßíåé íá åßíáé ïìïéï-

ìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí  êáé  êáé () =  ôüôå ç  êáëåßôáé ïìïéïìïñöéóìüò

ôïðïëïãéêþí æåõãþí (êáé ·ñçóéìïðïéåßôáé ï óõìâïëéóìüò () ≈ ()).

1.18.3 Óçìåßùóç. Ç êáôçãïñßá Top ôùí ôïðïëïãéêþí ·þñùí (ìå ôéò óõíå-

·åßò áðåéêïíßóåéò ùò ìïñöéóìïýò ôçò êáé ôïõò ïìïéïìïñöéóìïýò ùò ôïõò Top-

éóïìïñöéóìïýò) ìðïñåß íá éäùèåß ùò ðëÞñçò õðïêáôçãïñßá ôÞò êáôçãïñßáò Top[2]

ôùí ôïðïëïãéêþí æåõãþí (ç ïðïßá Ý·åé ùò áíôéêåßìåíÜ ôçò ôá ôïðïëïãéêÜ æåýãç,

ùò ìïñöéóìïýò ôçò ôéò óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ôïðïëïãéêþí æåõãþí êáé ùò

Top[2]-éóïìïñöéóìïýò ôçò ôïõò ïìïéïìïñöéóìïýò ôïðïëïãéêþí æåõãþí). Ðñâë. (v)

êáé (vi) ôïý åäáößïõ F.1.5.
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1.18.4 ÐáñÜäåéãìá. Áò õðïèÝóïõìå üôé  åßíáé Ýíá óõìðáãÝò êõñôü õðïóýíïëï

ôïý R (üðïõ  ≥ 1) ìå int() 6= ∅ Ôüôå õðÜñ·åé Ýíáò ïìïéoìïñöéóìüò ôïðïëï-
ãéêþí æåõãþí ( Fr()) ≈ (BS−1) ÐñÜãìáôé° èåùñþíôáò Ýíá x0 ∈ int()

ïéïäÞðïôå x ∈ Fr() áðïôåëåß ôï ìïíáäéêü ìåèïñéáêü óçìåßï ôïý  ôï ïðïßï

áíÞêåé óôçí çìéåõèåßá ìå áöåôçñßá ôï x0 êáé äéÝñ·åôáé áðü ôï x (Áëëéþò åßôå ôï

 äåí èá Þôáí êõñôü åßôå ôï x0 äåí èá Þôáí åóùôåñéêü óçìåßï ôïý ) ÊáôÜ óõ-

íÝðåéáí, ïñßæåôáé êáëþò ç Fr() 3 x ≈7−→ x−x0
||x−x0|| ∈ S−1 êáé, êáô' åðÝêôáóç, ï

ïìïéïìïñöéóìüò

 : 
≈−→ B ((1− )x0 + x) := 

(x−x0)
||x−x0||  ∀ ∈ I

ìå (Fr()) = S−1Ð.·., ( Fr()) ≈ (BS−1)

1.18.5 Ðñüôáóç. ÌÝóù ïéáóäÞðïôå áðåéêïíßóåùò ìåôáîý ôïðïëïãéêþí æåõãþí

 : () −→ ()

üðïõ ôï  êëåéóôü ⊆  êáé ôï  êëåéóôü ⊆  åðÜãåôáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç
 :  −→  ÅÜí, ìÜëéóôá, ç  åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò ôïðïëïãéêþí æåõãþí,
ôüôå ç  åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò ôïðïëïãéêþí ·þñùí.

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç 1.10.5 êáé ôïí ïñéóìü 1.10.10. ¤

1.18.6 Ïñéóìüò. Ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìåôáîý ôïðïëïãéêþí æåõãþí

 : () −→ ()

êáëåßôáé ó·åôéêüò ïìïéïìïñöéóìüò üôáí ïðåñéïñéóìüò  |r áðåéêïíßæåé ôïr
ïìïéïìïñöéêþò åðß ôïý  r

Áðü ôçí 1.10.2 (ii) Ýðåôáé ç áêüëïõèç:

1.18.7 Ðñüôáóç. ¸óôù Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù  Ýíáò êëåéóôüò õðü-
·ùñüò ôïõ. ÅÜí ùò  :  −→  óõìâïëßóïõìå ôç öõóéêÞ åðßññéøç åðß ôïý

(âë. 1.10.10), ôüôå ç  : () −→ ( ()) åßíáé ó·åôéêüò ïìïéïìïñöéóìüò.

1.18.8 Ðüñéóìá. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò, ï  Ýíáò êëåéóôüò õðü-
·ùñïò ôïõ,  :  −→  ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìå ðåäßï ôéìþí ôïõ Ýíáí ôïðïëï-
ãéêü ·þñï   ∪  ï ðçëéêü·ùñïò ï äçìéïõñãïýìåíïò ìÝóù ôÞò  (âë. 1.10.12),

 :  +  −→  ∪  ç öõóéêÞ åðßññéøç êáé | :  −→  ∪  ï ðåñéïñéóìüò
ôçò åðß ôïý ôüôå ç | : () −→ ( ∪  ) åßíáé ó·åôéêüò ïìïéïìïñöéóìüò.

1.18.9 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí  åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò,  : S−1 −→  ìéá

óõíå·Þò áðåéêüíéóç êáé  : B + −→  ∪ B e := (
◦
B) ⊆  ∪ B (óõì-

âïëéóìïß üðùò óôï åäÜöéï 1.16.1), ôüôå ç |B : (BS−1) −→ ( ∪ ) åßíáé
ó·åôéêüò ïìïéïìïñöéóìüò.
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1.18.10 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí K ∈ {RC}  üðùò óôçí (1.8) êáé

 : S(+1)−1 −→ PK φ : B
 −→ PK

üðùò óôï åäÜöéï 1.16.4, ôüôå ç φ : (B
S−1) −→ (PKP

−1
K ) (éäéùìÝíç ùò

óõíå·Þò áðåéêüíéóç ôïðïëïãéêþí æåõãþí) åßíáé ó·åôéêüò ïìïéïìïñöéóìüò.

Êáô' áíáëïãßáí ïñßæåôáé êáé ç Ýííïéá ôÞò ïìïôïðßáò óå «åðßðåäï ôïðïëïãéêþí

æåõãþí».

1.18.11 Ïñéóìüò. Ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï äõï ôïðïëïãéêþí æåõãþí () êáé

() ïñßæåôáé ùò åîÞò: () × () := ( ×  ( × ) ∪ ( ×  )) Ùò åê

ôïýôïõ, ï (ìïíáäéáßïò) êýëéíäñïò () × I õðåñÜíù åíüò ôïðïëïãéêïý æåýãïõò

() åßíáé ôï ôïðïëïãéêü æåýãïò ( × I × I) (ôáõôßæïíôáò ôï I ìå ôï (I∅)).

1.18.12 Ïñéóìüò. ÅÜí   : () −→ () åßíáé äõï óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò ìå-

ôáîý ôïðïëïãéêþí æåõãþí, ôüôå ìéá ïìïôïðßá áðü ôçí  óôçí  åßíáé ìéá óõíå·Þò

áðåéêüíéóç ôïðïëïãéêþí æåõãþí : ()×I −→ (), üðïõ ç : ×I −→ 

åßíáé (óõíÞèçò) ïìïôïðßá áðü ôçí  óôçí  (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 1.17.1)

ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé ( × I) ⊆  (Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ïé   ëÝãïíôáé

ïìüôïðåò êáé óçìåéþíïíôáé ùò  ' . Ç ‘‘''' áðïôåëåß ó·Ýóç éóïäõíáìßáò.)

Ìéá óçìáíôéêÞ, åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïý 1.18.12 åßíáé áõôÞ êáôÜ ôçí ïðïßá êáèÝíáò

åê ôùí  áðïôåëåßôáé áðü Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï.

1.18.13 Ïñéóìüò. ¸íá ôïðïëïãéêü æåýãïò ôÞò ìïñöÞò ( {0}) üðïõ 0 ∈  ,

ïíïìÜæåôáé ôïðïëïãéêüò ·þñïò ìå óçìåßï áíáöïñÜò (Þ âáóéêü óçìåßï ôïõ) ôï

0 (Åíßïôå, Ýíáò ôÝôïéïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáëåßôáé åóôéãìÝíïò ·þñïò (pointed

space)). ËÝìå üôé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ôÞò ìïñöÞò  : ( {0}) −→ ( {0})
(Þ ìéá ïìïôïðßá ôÞò ìïñöÞò  : ( {0}) × I −→ ( {0})) äéáôçñåß ôï óçìåßï

áíáöïñÜò. Åðßóçò, ãéá äõï óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ôïðïëïãéêþí æåõãþí

  : ( {x0}) −→ ( {0}) Ý·ïõìå
 '  : ( {0}) −→ ( {0})⇐⇒  '  ó·. {0}

1.18.14 Óçìåßùóç. H êáôçãïñßá ôùí åóôéãìÝíùí ôïðïëïãéêþí ·þñùí Top åóô

(Ý·ïõóá ôéò óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò  : ( {0}) −→ ( {0}) ìå (0) = 0 ùò

ìïñöéóìïýò ôçò) áðïôåëåß ìéá ðëÞñç õðïêáôçãïñßá ôÞò Top[2] (Âë. F.1.5 (vii).)

1.18.15 Ïñéóìüò. Ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìåôáîý ôïðïëïãéêþí æåõãþí

 : () −→ ()

êáëåßôáé ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá ôïðïëïãéêþí æåõãþí üôáí õðÜñ·åé ìéá óõíå·Þò

áðåéêüíéóç ìåôáîý ôïðïëïãéêþí æåõãþí  : () −→ () ìå

 ◦  ' id() : () −→ () êáé  ◦  ' id() : () −→ ()
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(õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 1.18.12). Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ëÝìå üôé ôá ôïðïëï-

ãéêÜ æåýãç () êáé () åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá. (ÓõíÞèçò óõìâïëéóìüò:

 : ()
'−→ () Þ áðëþò () ' ())

1.18.16 Óçìåßùóç. ÅÜí  : ()
'−→ (), ôüôå ðñïöáíþò  : 

'−→  êáé

 | :  '−→  Ùóôüóï, ôï áíôßóôñïöï äåí åßíáé ðÜíôïôå áëçèÝò!

1.18.17 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  := I × {0} ∪ {0} × I ∪ (S∞=1{ 1} × I) ⊆ R2 ï ëå-

ãüìåíïò ·þñïò ôÞò ·ôÝíáò êáé Ýóôù  := (0 1). Ôï {} åßíáé ðáñáìïñöùôéêÞ
óýìðôõîç ôïý  (Áñêåß êáíåßò íá ðáñáìïñöþóåé óõíå·þò ôïí  áñ·éêþò åðß

ôïý I × {0} êáôüðéí ôï I × {0} åðß ôïý {} üðïõ  := (0 0) êáé ôÝëïò ôï {}
êáôÜ ìÞêïò ôïý {0} × I åðß ôïý {}) Ôï {} äåí åßíáé éó·õñÞ ðáñáìïñöùôéêÞ

óýìðôõîç ôïý  (Ôïýôï Ýãêåéôáé óôï üôé ôá óçìåßá ôïý  ôá ïðïßá åßíáé ãåéôï-

íéêÜ ôïý  ïöåßëïõí óå êÜèå ðáñáìüñöùóç ôïý  åðß ôïý {} íá äéáíýïõí ôïí

äñüìï ôïí äéåñ·üìåíïí áðü ôï  ïðüôå ôï  äåí åßíáé äõíáôüí (ìÝóù ìéá ôÝôïéáò

äéáäéêáóßáò) íá ðáñáìåßíåé óôáèåñü.) ¸óôù const :  −→  ç óôáèåñÞ áðåé-

êüíéóç const (x) :=  ∀x ∈  Ôüôå áìöüôåñåò ïé const êáé const |{} åßíáé

ïìïôïðéêÝò éóïäõíáìßåò, åíþ ç const : ( {}) −→ ( {}) äåí åßíáé ïìïôï-

ðéêÞ éóïäõíáßá ôïðïëïãéêþí æåõãþí (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 1.18.15).

1.19 ÌÏÍÏÐËÅÊÔÉÊÁ ÓÕÌÐËÅÃÌÁÔÁ

ÊÁÉ ÔÑÉÃÙÍÉÓÉÌÏÉ ÔÏÐÏËÏÃÉÊÏÉ μÙÑÏÉ

Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá åéóÜãåôáé ç Ýííïéá ôïý ìïíïðëåêôéêïý óõìðëÝãìáôïò, ìå
ôç âïÞèåéá ôïý ïðïßïõ ïñßæïíôáé ïé ëåãüìåíïé ôñéãùíßóéìïé ôïðïëïãéêïß ·þñïé.

1.19.1 Ïñéóìüò. (i)¸íá õðïóýíïëï åíüò åõêëåéäåßïõ ·þñïõR êáëåßôáé óõó·å-
ôéêü (affine) (êáé áíôéóôïß·ùò, êõñôü (convex)) üôáí ãéá êÜèå xx0 ∈  x 6= x0 ç
åõèåßá ç ïðïßá ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôá x êáé x0 (êáé áíôéóôïß·ùò, ôï åõèýãñáììï

ôìÞìá76 ôï ïðïßï êáèïñßæåôáé áðü ôá x êáé x0) ðåñéÝ·åôáé óôï 

(ii) ÅÜí  ⊆ R ôüôå ïñßæåôáé ùò óõó·åôéêÞ èÞêç (affine hull) ôïý  ôï óýíïëï

aff() := ∩{ ⊆ R | óõó·åôéêü êáé  ⊆ }

êáé ùò êõñôÞ èÞêç (convex hull) ôïý  ôï óýíïëï

conv() :=
T{ ⊆ R | êõñôü êáé  ⊆ }

76Ðñïöáíþò, êÜèå óõó·åôéêü õðïóýíïëï ôïý R åßíáé êõñôü.
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(iii) ¸íá óçìåßï x ∈ R êáëåßôáé óõó·åôéêüò óõíäõáóìüò ôùí óçìåßùí
x0x1 x ∈ R üôáí ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ôçí ìïñöÞ

x = 0x0 + 1x1 + + x üðïõ  ∈ R ∀ ∈ {0 } êáé
P
=0

 = 1 (1.11)

(iv) ¸íá óçìåßï x ∈ R êáëåßôáé êõñôüò óõíäõáóìüò ôùí óçìåßùí x0 x ∈ R
üôáí ìðïñåß íá ãñáöåß ùò óõó·åôéêüò óõíäõáóìüò (1.11) áõôþí, üðïõ ôï  åßíáé

ìç áñíçôéêüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò ãéá êÜèå  ∈ {0 1 }

1.19.2 Ðñüôáóç. ÅÜí x0x1 x ∈ R ôüôå ç conv({x0 x}) éóïýôáé ìå ôï
óýíïëï üëùí ôùí êõñôþí óõíäõáóìþí ôïõò.

Áðoäåéîç. ¸óôù Ξ ôï óýíïëï üëùí ôùí êõñôþí óõíäõáóìþí ôïõò.

I conv({x0 x}) ⊆ Ξ : Ðñïò ôïýôï áñêåß íá äåé·èåß üôé ôï Ξ åßíáé Ýíá êõñôü

óýíïëï ðåñéÝ·ïí ôï {x0 x}. Ðñïöáíþò,

x = 0 · x0 + + 0 · x−1 + 1 · x + 0 · x+1 + + 0 · x

ïðüôå x ∈ Ξ ∀ ∈ {0 } ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí x =
P
=0

x  x
0 =

P
=0

0x ∈ Ξ,

üðïõ   
0
 ∈ R≥0 ∀ ∈ {0 } êáé

P
=0

 =
P
=0

0 = 1 ôüôå ãéá êÜèå  ∈ [0 1]
Ý·ïõìå

x+ (1− )x0 =
P
=0
( + (1− )0)x

ìå

P
=0
( + (1− )0) = (

P
=0

) + (1− )(
P
=0

0) = + (1− ) = 1

êáé +(1−)0 ≥ 0 äéüôé êáèÝíáò åê ôùí ðñïóèåôÝùí åßíáé ìç áñíçôéêüò. ÊÜèå

óõíÝðåéáí, ôï x+(1− )x0 åßíáé Ýíáò êõñôüò óõíäõáóìüò ôùí x0 x áíÞêùí

óôï Ξ

I conv({x0 x}) ⊇ Ξ : ÅÜí  åßíáé ïéïäÞðïôå êõñôü õðïóýíïëï ôïý R ðå-

ñéÝ·ïí ôï {x0 x}, ôüôå áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé Ξ ⊆  Ðñïò ôïýôï èá ·ñç-

óéìïðïéÞóïõìå åðáãùãÞ åðß ôïý  ≥ 0 Ãéá  = 0 Ý·ïõìå Ξ = {x0} ïðüôå
Ξ ⊆ . ¸óôù   0. Èåùñþíôáò  + 1 ìç áñíçôéêïýò ðñáãìáôéêïýò áñéè-

ìïýò 0 1   ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé
P

=0  = 1, èá áðïäåßîïõìå üôé ôï

x =
P

=0 x áíÞêåé óôï  Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðï-

èÝóïõìå üôé 0 6= 1 (äéüôé åí åíáíôßá ðåñéðôþóåé èá Þôáí x = x0 ∈ ) ÅðåéäÞ

ôï

y := 0 · x0 +
³

1
1−0

´
x1 + +

³

1−0

´
x
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åßíáé Ýíá êõñôüò óõíäõáóìüò ôùí x0x1 xy ∈  , ïðüôå êáé ôï x = 0x0 +

(1− 0)y áíÞêåé óôï (êáèüôé ôï õðåôÝèç êõñôü ⊆ R) ¤

Ç áðüäåéîç ôÞò êáôùôÝñù ðñïôÜóåùò åßíáé ðáñüìïéá åêåßíçò ôÞò 1.19.2.

1.19.3 Ðñüôáóç. ÅÜí x0x1 x ∈ R ôüôå ç aff({x0 x}) éóïýôáé ìå ôï
óýíïëï üëùí ôùí óõó·åôéêþí óõíäõáóìþí ôïõò. (Bë. 1.19.1 (iii)).

1.19.4 Ïñéóìüò. ¸íá (äéáôåôáãìÝíï) óýíïëï óçìåßùí {x0 x} ⊆ R êáëåßôáé

óõó·åôéêþò áíåîÜñôçôï üôáí ôï {x1−x0 x−x0} åßíáé R-ãñáììéêþò áíåîÜñ-
ôçôï77 õðïóýíïëï ôïý (äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ) R

1.19.5 Ðñüôáóç. Ãéá Ýíá (äéáôåôáãìÝíï) óýíïëï óçìåßùí {0 } ⊆ R ôááêü-
ëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) Ôï {x0 x} åßíáé óõó·åôéêþò áíåîÜñôçôï.
(ii) ÅÜí 0   ∈ R ìå

P
=0

x = 0 êáé
P
=0

 = 0 ôüôå 0 = · · · =  = 0

(iii) ÊÜèå óçìåßï x ∈ aff({0 }) ãñÜöåôáé ìïíïóçìÜíôùò ùò óõó·åôéêüò óõí-
äõáóìüò x =

P
=0

x (ìå
P
=0

 = 1) ôùí x0 x

Áðoäåéîç. (i) =⇒ (ii) ÕðïèÝôïíôáò üôé
P
=0

x = 0 êáé
P
=0

 = 0 ëáìâÜíïõìå

P
=0

x =
P
=0

x −
Ã

P
=0



!
x =

P
=0

(x − x0) =
P
=1

(x − x0)

ÅðåéäÞ ôï {x1 − x0 x − x0} åßíáé (åî õðïèÝóåùò) R-ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï,
1 =  =  = 0. ÅðéðñïóèÝôùò, 0 = 0 êáèüóïí

P
=0  = 0

(ii) =⇒ (iii). Áò õðïèÝóïõìå üôé x ∈ aff({x0 x}). ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.19.3

ôï x ãñÜöåôáé ùò åîÞò: x =
P

=0 x , üðïõ 0   ∈ R êáé
P

=0  = 1. ÅÜí

ôï x åãñÜöåôï õðü ôç ìïñöÞ x =
P

=0 
0
x , ãéá êÜðïéá 00  

0
 ∈ R ãéá ôá ïðïßá

éó·ýåé
P

=0 
0
 = 1 ôüôå 0 =

P
=0( − 0)x êáé

P
=0( − 0) = 1− 1 = 0, ïðüôå

 − 0 = 0⇒  = 0  ∀ ∈ {0 }.
(iii) =⇒ (i) Áò õðïèÝóïõìå üôé êÜèå x ∈ aff({x0 x}) ãñÜöåôáé ìïíïóçìÜ-
íôùò ùò óõó·åôéêüò óõíäõáóìüò ôùí x0 x êáé üôé ôï {x1 − x0 x − x0}
åßíáéR-ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï. Ôüôå õðÜñ·ïõí 0   ∈ R ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíá
åî áõôþí äéáöïñåôéêü ôïý ìçäåíüò, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé 0 =

P
=0 (x − x0).

¸óôù  ∈ {0 } ìå  6= 0. ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò -åí áíÜãêç- ôçí áíùôÝñù

éóüôçôá ìå −1 ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé  = 1. Ôï x ãñÜöåôáé ùò åîÞò

x = 1 · x = −
X

∈{0}r{}
x + (1 +

X
∈{0}r{}

)x0

77Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ëÝìå üôé ôá óçìåßá x0 x åßíáé ôïðïèåôçìÝíá óå ãåíéêÞ èÝóç åíôüò ôïý R
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äçëáäÞ êáôÜ äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. ¢ôïðï! ¤

1.19.6 Ðüñéóìá. Ç óõó·åôéêÞ áíåîáñôçóßá åßíáé ìéá éäéüôçôá ôïý óõíüëïõ
{x0 x} ðïõ äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí (üðïéá äïèåßóá) äéÜôáîç ôùí x0 x

1.19.7 Ïñéóìüò. ÅÜí ôï {x0 x} ⊆ R åßíáé Ýíá óõó·åôéêþò áíåîÜñôçôï óý-

íïëï, ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.19.5, ãéá êÜèå x ∈ aff({x0 x}) õðÜñ-
·ïõí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá 0   ∈ R ãéá ôá ïðïßá éó·ýïõí ïé éóüôçôåòP

=0  = 1 êáé x =
P

=0 x . ÁõôÜ ôá 0   êáëïýíôáé âáñõêåíôñéêÝò óõ-

íôåôáãìÝíåò ôïý x (ùò ðñïò ôï äéáôåôáãìÝíï óýíïëï {x0 x}).

1.19.8 Ïñéóìüò. ÅÜí ôï {x0 x} ⊆ R åßíáé Ýíá óõó·åôéêþò áíåîÜñôçôï óý-

íïëï, ôüôå ôï

[x0 x] := conv({x0 x})

êáëåßôáé-äéÜóôáôï (êëåéóôü) ìïíüðëïêï (Þ -óõíôïìüôåñá--ìïíüðëïêï) ìå êï-

ñõöÝò ôá óçìåßá x0 x

1.19.9 Ðñüôáóç. ÊÜèå óçìåßï x åíüò (êëåéóôïý) -ìïíïðëüêïõ (ìå êïñõöÝò ôïõ
ôá x0 x) ãñÜöåôáé ìïíïóçìÜíôùò õðü ôçí ìïñöÞ

x =
P
=0

x  üðïõ  ∈ R≥0 ∀ ∈ {0 } êáé
P
=0

 = 1

Áðüäåéîç. ÂÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.19.2 êÜèå óçìåßï x ∈ conv({x0 x}) åßíáé
êõñôüò óõíäõáóìüò áõôÞò ôÞò ìïñöÞò. ÅÜí Ýíá x ∈ conv({x0 x}) åãñÜöåôï
êáôÜ äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò ùò êõñôüò óõíäõáóìüò ôùí x0 x ôüôå ïé

âáñõêåíôñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ äåí èá Þôáí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíåò, êÜôé ôï

ïðïßï èá áíôÝêåéôï óå ü,ôé áðåäåß·èç ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.19.5. ¤

1.19.10 Óçìåßùóç. ÅÜí ôï {x0 x} ⊆ R åßíáé Ýíá óõó·åôéêþò áíåîÜñôçôï
óýíïëï êáé ùò

s := s := [x0 x] :=

(
x ∈ R

¯̄̄̄
¯x = P

=0

x ìå
P
=0

 = 1 êáé 0   ∈ R≥0
)


êáé -áíôéóôïß·ùò- ùò

◦
s:=
◦
s:=

(
x ∈ R

¯̄̄̄
¯x = P

=0
x ìå

P
=0

 = 1 êáé 0   ∈ R0
)


óõìâïëßóïõìå ôï -ìïíüðëïêï êáé -áíôéóôïß·ùò- ôï ëåãüìåíï áíïéêôü -

ìïíüðëïêï ìå êïñõöÝò ôá x0 x ôüôå ôï s åßíáé Ýíá êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý
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R åíþ ôï
◦
s äåí åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý R ìå ìüíç åîáßñåóç ôçí ðåñß-

ðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá  =  ÅÜí áíôß ôïý R ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí õðü-

·ùñü ôïõ aff({x0 x}) ôüôå ôï s åßíáé Ýíá óõìðáãÝò, êõñôü õðïóýíïëï ôïý

aff({x0 x}) Ý·ïí ôï
◦
s ùò åóùôåñéêü ôïõ (âë. 1.19.5) êáé ôï s := sr

◦
s ùò

ìåèüñéï ôïõ (âë. 1.2.15 (ii)). ÅðåéäÞ ôï aff({x0 x}) ùò óõó·åôéêüò ·þñïò,

åßíáé éóüìïñöïò ôïý R ìðïñåß êáíåßò íá åöáñìüóåé ôï 1.18.4 ðñïêåéìÝíïõ íá

áðïäåßîåé ôçí ýðáñîç åíüò ïìïéïìïñöéóìïý ôïðïëïãéêþí æåõãþí:

(s s) ≈ (BS−1)

1.19.11 Ïñéóìüò. ÅÜí ôï {x0 x} ⊂ R åßíáé óõó·åôéêþò áíåîÜñôçôï óýíïëï

êáé s := [x0 x] ôüôå ôï óçìåßï

bar(s) := 1
+1 (x0 + x1 + + x)

êáëåßôáé âáñýêåíôñï ôïý s

Ç ðñüôáóç ðïõ áêïëïõèåß èá ·ñçóéìïðïéçèåß êáôÜ ôñüðï ïõóéáóôéêü ãéá ôçí

áðüäåéîç åíüò èåìåëéþäïõò èåùñÞìáôïò (ðïõ áöïñÜ óôéò éäéüôçôåò ôÞò éäéÜæïõ-

óáò ïìïëïãßáò).

1.19.12 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï {x0 x} $ R åßíáé óõó·åôéêþò áíåîÜñôçôï óýíïëï
êáé s = [x0 x] ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) ÅÜí uv ∈ s ôüôå

||u− v|| ≤ max{||u− x || : 0 ≤  ≤ }
(ii) Ç äéÜìåôñïò ôïý s (âë. åä. 1.8.17) äßäåôáé áðü ôïí ôýðï

diam(s) = max{||x − x || : 0 ≤   ≤ }

(iii) Ãéá ôï âáñýêåíôñï bar(s) ôïý s éó·ýåé ç åîÞò áíéóïúóüôçôá :

||bar(s)− x || ≤ 
+1diam(s) ∀ ∈ {0 1 }

Áðüäåéîç. (i) Ôï v ãñÜöåôáé ìïíïóçìÜíôùò õðü ôçí ìïñöÞ

v =
P
=0

x  ãéá êÜðïéá 0   ∈ R≥0 ìå
P
=0

 = 1

(Bë. ðñüôáóç 1.19.9.) ÅðïìÝíùò,

ku− vk | = ||u−
P
=0

x|| = ||(
P
=0

)u−
P
=0

x || = ||
P
=0

(u− x)||

≤
P
=0

| | · ||u− x || ≤ (
P
=0

| {z }
=1

)max{||u− x || : 0 ≤  ≤ }
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(ii) Åöáñìüæïíôáò ôï (i), áëëÜ áõôÞí ôçí öïñÜ èÝôïíôáò ôï x óôç èÝóç ôïý u

ëáìâÜíïõìå ||x − v|| ≤ max{||x − x || : 0 ≤   ≤ }, ïðüôå

diam(s) = max{||x − x || : 0 ≤   ≤ }

(iii) Ðñïöáíþò,

||x − bar(s)|| = ||x − 1
+1

P
=0

x|| = || 1
+1

P
∈{0}r{}

(x − x)||

≤ 1
+1

P
∈{0}r{}

||x − x|| ≤ 
+1 max{||x − x|| : 0 ≤   ≤ }

= 
+1diam(s)

ïðüôå êáé ï ôåëåõôáßïò éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

1.19.13 Ïñéóìüò. ¸óôù {x0 x} $ R Ýíá óõó·åôéêþò áíåîÜñôçôï óýíïëï.

ÊÜèå áðåéêüíéóç Θ : aff({x0 x}) −→ R ( 6= 1) ðïõ ðëçñïß ôç óõíèÞêç

Θ(
P
=0

x) =
P
=0

Θ(x) ãéá ïéáäÞðïôå 0   ∈ R ìå
P
=0

 = 1

êáëåßôáé óõó·åôéêÞ áðåéêüíéóç. (Ï ðåñéïñéóìüò Θ|[0] ìéáò ôÝôïéáò Θ êáëåß-

ôáé ùóáýôùò óõó·åôéêÞ áðåéêüíéóç.)

Ïé óõó·åôéêÝò áðåéêïíßóåéò óôÝëíïõí óõó·åôéêïýò (êáé áíôéóôïß·ùò, êõñôïýò)

óõíäõáóìïýò íá áðåéêïíéóèïýí óå óõó·åôéêïýò (êáé áíôéóôïß·ùò, êõñôïýò) óõí-

äõáóìïýò° åßíáé, ìÜëéóôá, ðñïöáíÝò üôé êÜèå óõó·åôéêÞ áðåéêüíéóç ðñïóäéïñßæå-

ôáé ðëÞñùò üôáí åßíáé ãíùóôÝò ïé ôéìÝò ôçò óå êáèÝíá ôùí óôïé·åßùí åíüò óõó·åôé-

êþò áíåîáñôÞôïõ óõíüëïõ. ÅðéðñïóèÝôùò, áðü ôç ìïíáäéêüôçôá ôùí âáñõêåíôñé-

êþí óõíôåôáãìÝíùí (âë. 1.19.5 êáé 1.19.7) ùò ðñïò Ýíá (óõó·åôéêþò áíåîÜñôçôï)

óýíïëï {x0 x} ⊂ R Ýðåôáé Üìåóá ç ýðáñîç ìéáò óõó·åôéêÞò áðåéêïíßóåùò

Θ üðùò óôïí ïñéóìü 1.19.13.

1.19.14 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï [x0 x] åßíáé Ýíá -ìïíüðëïêï, ôï [0  ] Ýíá -
ìïíüðëïêï êáé ç  : [x0 x] −→ [0  ] ïéáäÞðïôå áðåéêüíéóç, ôüôå õðÜñ·åé
ìéá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç óõó·åôéêÞ áðåéêüíéóç Θ : [x0 x] −→ [0  ]

ç ïðïßá ðëçñïß ôç óõíèÞêç

Θ(x) = (x) ∀ ∈ {0 1 }

Áðüäåéîç. ÊÜèå x ∈ [x0 x] ãñÜöåôáé, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.19.9, ìï-

íïóçìÜíôùò õðü ôç ìïñöÞ

x =
P
=0

x üðïõ 0   ∈ R≥0 êáé
P
=0

 = 1
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MÝóù ôïý ôýðïõ Θ(x) = Θ(
P
=0

x) :=
P
=0

(x) ïñßæåôáé ç æçôïõìÝíç óõó·å-

ôéêÞ áðåéêüíéóç Θ ¤

1.19.15 Ïñéóìüò. ¸óôù s = [x0 x] Ýíá -ìïíüðëïêï. Óõìâïëßæïõìå ùò

Vert(s) := {x0 x} ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí ôïõ. ÏíïìÜæïõìå ðëåõñÜ ôïý

s êÜèå ìïíüðëïêï s0 ìå Vert(s0) ⊆ Vert(s). Óõìâïëéóìüò:

s0 ¹ s⇐⇒
ïñó.

[ôï s0 åßíáé ìéá ðëåõñÜ ôïý s]

s0 ≺ s⇐⇒
ïñó.

[s0 ¹ s êáé s0 6= s]

(¼ôáí s0 ≺ s ôüôå ëÝìå üôé ôï s0 åßíáé ìéá ãíÞóéá ðëåõñÜ ôïý s)

1.19.16 Óçìåßùóç. (i) ÅÜí ôï s åßíáé Ýíá -ìïíüðëïêï, ôüôå ôï ðëÞèïò ôùí -

ìïíïðëüêùí, ôá ïðïßá áðïôåëïýí ðëåõñÝò ôïý s éóïýôáé ìå
¡
+1
+1

¢


(ii) ÅÜí s0 ¹ s êáé s00 ¹ s0 ôüôå s00 ¹ s
(iii) Ôï s åíüò ìïíïðëüêïõ s éóïýôáé ìå ôçí áðïóõíäåôÞ Ýíùóç

`
s0≺s

(s0)◦

1.19.17 Ïñéóìüò. ¸íá (åõêëåßäåéï) ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá (simplicial

complex)  åßíáé ìéá óõëëïãÞ ìïíïðëüêùí åíôüò åíüò åõêëåéäåßïõ ·þñïõ R ìå

ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò78:

(i) ÅÜí s ∈  ôüôå êáé êÜèå ðëåõñÜ ôïý s áíÞêåé óôï

(ii) ÅÜí s1 s2 ∈  ôüôå ç ôïìÞ s1 ∩ s2 åßíáé åßôå êåíÞ åßôå êïéíÞ ðëåõñÜ ôùí s1 s2

(iii) ÊÜèå óçìåßï åíüò ìïíïðëüêïõ áíÞêïíôïò óôï äéáèÝôåé ìéá áíïéêôÞ ðåñéï·Þ

ç ïðïßá Ý·åé ìç êåíÞ ôïìÞ ìå ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ìïíüðëïêá ôïý

1.19.18 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí åßíáé Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá åíôüò ôïý R êáé

v ∈ R+1rR ôüôå ï êþíïò conev() õðåñÜíù ôïý  (Ý·ùí ùò êïñõöÞ ôïõ ôï

v) åßíáé åêåßíï ôï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá (åíôüò ôïýR+1) ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé
áðü ôï 0-ìïíüðëïêï {v} êáé ôá ìïíüðëïêá [vx0 x] ãéá êÜèå [x0 x] ∈ 

1.19.19 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá. Ôá óôïé·åßá ôïý

Vert() :=
S
s∈

Vert(s) êáëïýíôáé êïñõöÝò ôïý  åíþ ç äéÜóôáóç dim() ôïý

 ïñßæåôáé ùò åîÞò79: dim() := max{dim(s) : s ∈ }
78Ðñïóï·Þ! Åäþ õéïèåôåßôáé ï ïñéóìüò ðïõ äßäåôáé, ð.·., óôïõò Lee [63], óåë. 149 (ôÞò äåýôåñçò åêäüóåùò), êáéMoise

[81], óåë. 3 Óå ïñéóìÝíá âéâëßá áðáéôåßôáé áðü ôï íá áðáñôßæåôáé áðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ìïíüðëïêá (ïðüôå

ç (iii) éêáíïðïéåßôáé áõôïìÜôùò, áëëÜ ï åí ëüãù ðåñéïñéóìüò áðïêëåßåé ðïëëÜ ·ñÞóéìá ðáñáäåßãìáôá). Áðü ôçí

Üëëç ìåñéÜ, õðÜñ·ïõí êáé âéâëßá (üðùò åêåßíï ôïý Munkres [83], óåë. 13-14) óôá ïðïßá ç (iii) ðáñáëåßðåôáé óôïí
áñ·éêü ïñéóìü êáé ôá ðïõ ôçí ðëçñïýí êáëïýíôáé, éäéáéôÝñùò, ôïðéêþò ðåðåñáóìÝíá.
79ÅðåéäÞ ôá ìïíüðëïêá ôïý áíÞêïõí óå êÜðïéïí R ç äéÜóôáóç êáèåíüò åî áõôþí åßíáé ðñïöáíþò≤ 
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1.19.20 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá åßíáé ðåðåñáóìÝíï üôáí

äéáèÝôåé ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ìïíüðëïêá.

1.19.21 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá (åíôüò ôïýR). ËÝìå üôé

ôï

|| := S
s∈

s ⊆ R

åöïäéáæüìåíï ìå ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá 1.15.1:

[ôï  åßíáé áíïéêôü ⊆ ||]⇐⇒
ïñó.

∙
ôï  ∩ s åßíáé áíïéêôü

õðïóýíïëï ôïý s ∀s ∈ 

¸


åßíáé ï ôïðïëïãéêüò ·þñïò ï õðïêåßìåíïò óôï ¼ôáí ôï åßíáé ðåðåñáóìÝíï,
áõôÞ ç ôïðïëïãßá ôáõôßæåôáé80 ìå ôç ó·åôéêÞ ôïðïëïãßá ôïý || åíôüò ôïý R

1.19.22 Óçìåßùóç. (i) Ðñïóï·Þ! Ôï  åßíáé óýíïëï, åíþ ôï || åßíáé ôïðïëïãé-
êüò ·þñïò.

(ii) O || åßíáé ·þñïò Hausdorff.

(iii) O || åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò° åðßóçò, åßíáé óõìðáãÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï

åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

(iv) O || åßíáé ôïðéêÜ äñïìïóõíåêôéêüò81. ÅðïìÝíùò, âÜóåé ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜ-

óåùò 1.9.30, ï || åßíáé óõíåêôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò.

(v) ÅÜí ôá åßíáé ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá êáé || ≈ || ôüôå áðü ôï èåþ-

ñçìá 1.5.5 Ýðåôáé üôé dim() = dim() (Âë. [102], óåë. 136)

1.19.23 Ïñéóìüò. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáëåßôáé ôñéãùíßóéìïò ·þñïò (Þ ôï-

ðïëïãéêü ðïëýåäñï) üôáí õðÜñ·åé êÜðïéï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá  êáé Ýíáò

ïìïéïìïñöéóìüò

 : || ≈−→ 

(¢ñá ïé «äïìéêïß ëßèïé», áðü ôïõò ïðïßïõò êáôáóêåõÜæïíôáé ôá ôïðïëïãéêÜ ðï-

ëýåäñá, åßíáé åéêüíåò ìïíïðëüêùí ìÝóù ïìïéïìïñöéóìþí.) ¸íá ôÝôïéï æåýãïò

() êáëåßôáé ôñéãùíéóìüò (triangulation) ôïý  (ÌÜëéóôá, üôáí ôï åßíáé ðå-
ðåñáóìÝíï, áõôüò ëÝãåôáé ðåðåñáóìÝíïò ôñéãùíéóìüò êáé ï  ôïðïëïãéêü ðïëý-

ôïðï.)

80ÅÜí ôï  äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ôüôå áõôÞ ç ôïðïëïãßá åíäÝ·åôáé íá åßíáé ëåðôüôåñç ôÞò ó·åôéêÞò ôïðïëïãßáò.

Ãéá äõï áðôÜ ðáñáäåßãìáôá âë. [83], Ex. 2& 3 óåë. 9

81Ðñâë. 1.20.6 (ii) êáé èåþñçìá 1.20.27.
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1.19.24 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé êïñõöÝò, ïé áêìÝò êáé ïé Ýäñåò åíüò ôåôñáÝäñïõ Þ

åíüò ïêôáÝäñïõ áðïôåëïýí Ýíá ðåðåñáóìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá, ï õðïêåß-

ìåíïò ·þñïò ôïý ïðïßïõ åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ôÞò óöáßñáò S2 Ùò åê ôïýôïõ, ç S2

åßíáé Ýíá ôïðïëïãéêü ðïëýôïðï. ÅðéðñïóèÝôùò, ôñéãùíßóéìïé ôïðïëïãéêïß ·þñïé

ìðïñïýí íá äéáèÝôïõí äéáöïñåôéêïýò ôñéãùíéóìïýò.

Ó·Þìá 1.??

(ii) Óôï êÜôùèé ó·Þìá äßäïíôáé (êáôÜ óåéñÜí) ôñéãùíéóìïß ôïý (ìïíáäéáßïõ) êõëßí-

äñïõ ôïý ïñéæüìåíïõ õðåñÜíù ôïý êýêëïõ S1 ôÞò ôáéíßáò ôïý Mobius (âë. åäÜöéï

1.10.4 (iv)) êáé ôïý ôüñïõ T2 := S1 × S1

Ó·Þìá 1.??

(iii) Ôï óýíïëï (s) üëùí ôùí ðëåõñþí åíüò -ìïíïðëüêïõ s = s åßíáé áö'

åáõôïý Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ìå |(s)| = s ≈ B. Ùò åê ôïýôïõ, üëåò
ïé ìðÜëåò (ïéáóäÞðïôå äéáóôÜóåùò) åßíáé ôñéãùíßóéìåò.

( iv) Ôï óýíïëï (s) üëùí ôùí ãíÞóéùí ðëåõñþí åíüò -ìïíïðëüêïõ s = s
åßíáé ùóáýôùò Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ìå ôçí éäéüôçôá: |(s)| = s ≈
S−1ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êáé üëåò ïé óöáßñåò (ïéáóäÞðïôå äéáóôÜóåùò) åßíáé ôñéãù-
íßóéìåò.

(v) ¸íáò (êáô' áíÜãêçí ìç ðåðåñáóìÝíïò ) ôñéãùíéóìüò ïëüêëçñçò ôÞò ðñáãìáôé-
êÞò åõèåßáò R äçìéïõñãåßôáé åÜí êáíåßò èåùñÞóåé ôï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ôï

áðïôåëïýìåíï áðü üëá ôá êëåéóôÜ äéáóôÞìáôá [ +1]  ∈ Z (ìå ôïõò áêåñáßïõò

ùò 0-ìïíüðëïêÜ ôïõ). Êáô' áíáëïãßáí, Ýíáò ôñéãùíéóìüò ôïý äéáóôÞìáôïò [0∞)
äçìéïõñãåßôáé ìÝóù ôïý ìïíïðëåêôéêïý óõìðëÝãìáôïò ôïý áðïôåëïýìåíïõ áðü ôá

êëåéóôÜ äéáóôÞìáôá [ + 1]  ∈ N0



112 õðïìíçóåéò áðï ôçí ôïðïëïãéá

1.19.25 Óçìåßùóç. Åíßïôå, ìéá óõãêåêñéìÝíç êáôáóêåõÞ ôñéãùíéóìþí ïñéóìÝíùí

·þñùí (ìå êÜðïéá åðéðñüóèåôá ·áñáêôçñéóôéêÜ) åßíáé ðïëý äõóêïëüôåñç áðü ôçí

áðüäåéîç ôÞò õðÜñîåþò ôïõò. Éäéáßôåñá åíäéáöÝñùí åßíáé ï ôñüðïòðñïóäéïñéóìïý

(êáô' áíÜãêçí ðåðåñáóìÝíùí) ôñéãùíéóìþí óõìðáãþí åðéöáíåéþí ìå ôï ìéêñü-
ôåñï äõíáôü ðëÞèïò ôñéãþíùí82 (Þ, éóïäõíÜìùò, ìå ôï ìéêñüôåñï äõíáôü ðëÞèïò
êïñõöþí).

(i) ÅÜí  åßíáé ìéá óõìðáãÞò åðéöÜíåéá, || ≈  Ýíáò ôñéãùíéóìüò83,

 := card({-ìïíüðëïêá ôïý})  ∈ {0 1 2}

êáé () := 0 − 1 + 2 ôüôå⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
32 = 21

1 = 3(0 − ())

0 ≥ 1
2(7 +

p
49− 24())

Åðß ðáñáäåßãìáôé, åðåéäÞ

 S2 P2R T2 ÖéÜëç ôïý Klein

() 2 1 0 0

Ý·ïõìå

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 ≥ 4 1 ≥ 6 2 ≥ 4 ãéá  = S2

0 ≥ 6 1 ≥ 15 2 ≥ 10 ãéá  = P2R

0 ≥ 7 1 ≥ 21 2 ≥ 14 ãéá  = T2 Þ ôç öéÜëç ôïý Klein.

(Bë. Croom [22], óåë. 32-33 êáé Giblin [41], óåë. 61-62)

(ii) Ï åëá·éóôéêüò ôñéãùíéóìüò ôÞò S2 åðéôõã·Üíåôáé ýóôåñá áðü ôç èåþñçóç ôïý

óõíïñéáêïý óõìðëÝãìáôïò åíüò ôåôñáÝäñïõ (âë. 1.19.24 (i)).

(iii) ¸íáò åëá·éóôéêüò ôñéãùíéóìüò ãéá ôï ðñáãìáôéêü ðñïâïëéêü åðßðåäï P2R äß-

äåôáé óôï åäÜöéï 1.19.30.

(iv) Óôï êÜôùèé ó·Þìá äßäïíôáé (ïé óõíÞèåéò áëëÜ ìç åëá·éóôéêïß ) ôñéãùíéóìïß ôïý
ôüñïõ T2 êáé ôÞò öéÜëçò ôïý Klein, áíôéóôïß·ùò, éäùìÝíùí ùò ôáõôéóìéêþí ·þñùí,

82ÔÝôïéïé ôñéãùíéóìïß ïíïìÜæïíôáé åëá·éóôéêïß ôñéãùíéóìïß.

83Ç ýðáñîç åíüò ôÝôïéïõ Ýðåôáé áðü ôï ãåíéêü èåþñçìá 1.19.43.
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ìå84 0 = 9

Ó·Þìá 1.??

Áíôßèåôùò, ôï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ôïý ó·Þìáôïò 1.?? ïäçãåß óå åëá·éóôéêü
ôñéãùíéóìü ôïý T2 ìå 0 = 7 1 = 21 êáé 2 = 14 ÔÝôïéïõ åßäïõò ôñéãùíéóìïß (ìå

7 êïñõöÝò) äåí õößóôáíôáé ãéá ôç öéÜëç ôïý Klein! (Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, êÜèå
åëá·éóôéêüò ôñéãùíéóìüò ôÞò öéÜëçò ôïý Klein ïöåßëåé íá Ý·åé 8 êïñõöÝò. Ðñâë.

Ringel [100] êáé Giblin [41], óåë. 62)

Ó·Þìá 1.??

Ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ìéáò êáôçãïñßáò Ý·ïõóáò ôá ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá ùò

áíôéêåßìåíá áðáéôåßôáé ç åéóáãùãÞ ôÞò Ýííïéáò ðïõ èá ðáßîåé ôïí ñüëï ôïý ìïñ-

öéóìïý.

1.19.26 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé  åßíáé äõï ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá. Ìéá ìï-

íïðëåêôéêÞ áðåéêüíéóç  :  −→  åßíáé ìéá áðåéêüíéóç ðïõ óôÝëíåé êÜèå êï-

ñõöÞ (Þôïé êÜèå 0-ìïíüðëïêï) ôïý íá áðåéêïíéóèåß óå ìéá êïñõöÞ (Þôïé óå Ýíá

0-ìïíüðëïêï) ôïý  êáé Ý·åé ôçí åîÞò éäéüôçôá: Ãéá êÜèå s = [x0 x] ∈  ç

åéêüíá (s) ∈  ôïý s ìÝóù ôÞò  éóïýôáé ìå (s) = [(x0)  (x)]

84Ðñïöáíþò, 3 · 18 = 32 = 21 ⇒ 1 = 27 êáé 0 =
1
3 = 9
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1.19.27 Óçìåßùóç. (i)ÌÝóùïéáóäÞðïôå ìïíïðëåêôéêÞò áðåéêïíßóåùò :  → 

åðÜãåôáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç || : || −→ || ç ïðïßá ïñßæåôáé ùò áêïëïýèùò:
Ãéá êÜèå s ∈  Ýóôù s : s −→ || ç óõó·åôéêÞ áðåéêüíéóç ç ðñïóäéïñéæüìåíç
ìÝóù ôÞò |Vert(s) (Âë. ðñüôáóç 1.19.14.) ÂÜóåé ôÞò óõíèÞêçò 1.19.17 (ii) ïé áðåé-
êïíßóåéò s ôáõôßæïíôáé óôï êïéíü ôìÞìá ôïý ðåäßïõ ïñéóìïý ôïõò, ïðüôå ìðïñïýí
íá óõãêïëëçèïýí ðáñÝ·ïíôÜò ìáò ôçí ||
(ii) Ãéá êÜèå ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá  Ý·ïõìå |id | = id|| ÅðéðñïóèÝôùò,
åÜí  : 1 −→ 2 êáé  : 2 −→ 3 åßíáé ìïíïðëåêôéêÝò áðåéêïíßóåéò, ôüôå
| ◦ | = || ◦ ||
(iii) ÅÜí õðÜñ·åé ìéá ìïíïðëåêôéêÞ êáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç  :  −→ 

ôüôå ôá  êáé  êáëïýíôáé ãñáììéêþò éóüìïñöá. Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ç áíôß-
óôñïöüò ôçò−1 :  −→  åßíáé ùóáýôùò ìïíïðëåêôéêÞ êáé ç åðáãüìåíçóõíå·Þò
áðåéêüíéóç || : || −→ || ïìïéïìïñöéóìüò.
(iv) ÅÜí óõìâïëßóïõìå ùò SComp ôçí êáôçãïñßá ôùí ìïíïðëåêôéêþí óõìðëåã-
ìÜôùí (ìå ôéò ìïíïðëåêôéêÝò áðåéêïíßóåéò ùò ìïñöéóìïýò ôçò), ôüôå ìå ôç âïÞèåéá
ôùí (i), (ii) êáé (iii) ïñßæåôáé Ýíáò óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

| | : SCompÃ Top  7−→ ||
( :  −→ ) 7−→ (|| : || −→ ||)

Ç Ýííïéá ôïý ôïðïëïãéêïý ðïëõÝäñïõ ãåíéêåýåôáé ãéá ôïðïëïãéêÜ æåýãç ùò åîÞò:

1.19.28 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá. ¸íá 0 ⊆  êáëåßôáé

õðïóýìðëåãìá ôïý  üôáí éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ:

(s ∈ 0 êáé s0 ¹ s =⇒ s0 ∈ 0)

¸íáò õðü·ùñïò  0 Ýíïò ôïðïëïãéêïý ðïëõÝäñïõ  êáëåßôáé ôïðïëïãéêü õðï-

ðïëýåäñï ôïý  üôáí õðÜñ·åé Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá  êáèþò êáé Ýíá

õðïóýìðëåãìá ôïý 0 ïýôùò þóôå íá éó·ýåé (|| |0|) ≈ ( 0) (õðü ôçí Ýí-

íïéá ôïý ïñéóìïý 1.18.2). Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ôï ( 0) êáëåßôáé ðïëõåäñéêü
ôïðïëïãéêü æåýãïò.

1.19.29 Óçìåßùóç. Áíáëüãùò ðñïò ôo 1.19.27 (iv) ìðïñåß êáíåßò íá ïñßóåé Ýíáí
óõíáëëïßùôï óõíáñôçôÞ

| | : SComp[2] Ã Top[2] (0) 7−→ (|| |0|)
( : (0) −→ (0)) 7−→ (|| : (|| |0|) −→ (|| |0|))

áðü ôçí êáôçãïñßá ôùí æåõãþí ìïíïðëåêôéêþí óõìðëåãìÜôùí óôçí êáôçãïñßá

ôùí ôïðïëïãéêþí æåõãþí.
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1.19.30 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  $ R3 ôï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ðïõ åéêïíïãñá-

öåßôáé óôï ó·Þìá 1.??.

Ó·Þìá 1.??

Ôï  áðáñôßæåôáé áðü 5 êïñõöÝò, 10 áêìÝò êáé ôá 5 ôñßãùíá (:Ýäñåò)

123 124 135 245 êáé 345¸óôù 0 $  ôï õðïóýìðëåãìá ôïý  ôï áðïôåëïýìåíï

áðü ôéò 5 êïñõöÝò êáé ôéò áêìÝò 15 52 23 34 êáé 41. Ðñïöáíþò, ï || åßíáé ìéá ôáé-

íßá ôïýM­bius êáé ï |0| ôï óýíïñü ôçò. Èåùñïýìå Ýíá x0 ∈ R4rR3 êáé ôïí êþíï
conex0(

0) = {ìïíüðëïêá s ìå Vert(s) = {x0}∪ Vert(0)} Ï conex0(
0) äéáèÝôåé

Ýíáí ôñéãùíéóìü 00 (âë. ó·Þìá 1.??), ìå ôï x0 íá áíôéóôïé·åß óôçí êïñõöÞ 6 Ôá

00 Ý·ïõí ôï õðïóýìðëåãìá 0 êïéíü (åíôüò ôïý R4).

Ó·Þìá 1.??

¸óôù := ∪00 (Âë. ó·Þìá 1.??.) Ôï åßíáé ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá (åíôüò

ôïý R4) ìå 6 êïñõöÝò, 15 áêìÝò êáé 10 ôñßãùíá, êáé || ≈ P2R ÂÜóåé ôùí üóùí

ðñïáíáöÝñèçóáí óôç óçìåßùóç 1.19.25, áõôüò ï ôñéãùíéóìüò åßíáé åëá·éóôéêüò.

Ó·Þìá 1.??
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I ÁöçñçìÝíá ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá. Ãéá ôçí ôÞñçóç åíüò áðáñáßôçôïõ

âáèìïý ãåíéêüôçôáò áëëÜ êáé óå äéÜöïñåò åöáñìïãÝò åßíáé ðñïôéìüôåñï áðü ôå·-

íéêÞò ðëåõñÜò íá åñãáæüìáóôå ìå áöçñçìÝíá ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá (ðáñÜ

íá åììÝíïõìå óå êáôáôñéâÞ ìå ôéò áñêïýíôùò ðåñéïñéóôéêÝò ãåùìåôñéêÝò éäéüôçôåò

ôùí åõêëåéäåßùí ìïíïðëüêùí).

1.19.31 Ïñéóìüò. ¸íá áöçñçìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá K = (VS) áðïôå-
ëåßôáé áðü Ýíá óýíïëï V êáé Ýíá óýíïëï S ðåðåñáóìÝíùí õðïóõíüëùí ôïý V
ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i) {} ∈ S ∀ ∈ V
(ii) ÅÜí  ∈ S êáé ∅ 6= 0 ⊆  ôüôå 0 ∈ S
Ôá óôïé·åßá ôïý V êáëïýíôáé êïñõöÝò ôïý K êáé ôá óôïé·åßá ôïý S áöçñçìÝíá
ìïíüðëïêá ôïý K ¸íá  ∈ S ðåñéÝ·ïí áêñéâþò  + 1 êïñõöÝò (üðïõ  ∈ N0)
êáëåßôáé-äéÜóôáôï áöçñçìÝíï ìïíüðëïêï (Þ áðëþò áöçñçìÝíï-ìïíüðëïêï).

ÅÜí  ∈ S êáé ∅ 6= 0 ⊆  ôüôå ôï 0 åßíáé Ýíá áöçñçìÝíï ìïíüðëïêï (ëüãù ôïý

(ii)) êáé êáëåßôáé ðëåõñÜ ôïý  (¼ôáí 0 $  ôï 0 êáëåßôáé ãíÞóéá ðëåõñÜ ôïý )
ÇäéÜóôáóç åíüò ôÝôïéïõK ïñßæåôáé ùò åîÞò: dim(K) := sup{dim() :  ∈ S}ËÝìå

üôé Ýíá ôÝôïéïK åßíáé ðåðåñáóìÝíï (êáé áíôéóôïß·ùò, áñéèìÞóéìï) üôáí ôï V åßíáé

ðåðåñáóìÝíï (êáé áíôéóôïß·ùò, áñéèìÞóéìï) êáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíï (êáé áíôé-

óôïß·ùò, ôïðéêÜ áñéèìÞóéìï) üôáí êÜèå  ∈ V áíÞêåé óå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò

(áñéèìçóßìïõ ðëÞèïõò) óôïé·åßá ôïý S (¼ôáí ôï K åßíáé ðåðåñáóìÝíï Þ ôïðéêÜ

ðåðåñáóìÝíï, ôüôå dim(K)  ∞ Ùóôüóï, üôáí dim(K)  ∞ ôï K åíäÝ·åôáé íá

ìçí åßíáé ðåðåñáóìÝíï. Âë. 1.19.32 (v).)

1.19.32 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí V 6= ∅ åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, ôüôå ôï
K = (VP(V)r∅) åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï áöçñçìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá.

(ii) ÅÜíK1 = (V1S1)K2 = (V2S2) åßíáé äõï áöçñçìÝíá ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝã-
ìáôá, ôüôå ç óõíáñìïãÞ (join) áõôþí K1 ∗K2 = (V1 ∪ V2S1 ∗ S2) üðïõ

{0  1  0  2} ∈ S1 ∗ S2 ⇐⇒
ïñó.

" {0  1} ∈ S1 ∪ {∅}
êáé {0  2} ∈ {∅} ∪ S2

#


áðïôåëåß Ýíá áöçñçìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá Ý·ïí ùò óýíïëï êïñõöþí ôïõ

ôçí Ýíùóç ôùí óõíüëùí êïñõöþí ôùíK1 êáéK2 (ÅÜí ôï V1 åßíáé Ýíá ìïíïóýíïëï,
áò ðïýìå ôï {0} ôüôå ôïK1 ∗K2 åßíáé ï áöçñçìÝíïò êþíïò õðåñÜíù ôïýK2 Ý·ùí
ùò êïñõöÞ ôïõ ôï 0)

(iii) ¸óôù K = (VS) Ýíá áöçñçìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá. ÏéïäÞðïôå áöç-

ñçìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá K0 = (V 0S 0) ìå V 0 ⊆ V êáé S 0 ⊆ S êáëåßôáé

(áöçñçìÝíï) õðïóýìðëåãìá ôïý K ÅÜí ôá K0 = (V 0S 0) êáé K00
= (V 00

S 00
) åßíáé

õðïóõìðëÝãìáôá ôïý K = (VS) ôüôå êáé ôá

K0 ∪K00
= (V 0 ∪ V 00

S 0 ∪ S 00
) êáé K0 ∩K00

= (V 0 ∩ V 00
S 0 ∩ S 00

)
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åßíáé õðïóõìðëÝãìáôá ôïý K = (VS)
(iv) ÄïèÝíôïò åíüò (åõêëåéäåßïõ) ìïíïðëåêôéêïý óõìðëÝãìáôïò  (åíôüò åíüò åõ-
êëåéäåßïõ ·þñïõ R), óõìâïëßæïõìå ùò KVert() = (Vert()S) ôï áöçñçìÝíï
ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ðïõ Ý·åé ùò óýíïëï êïñõöþí ôïõ ôï óýíïëï êïñõöþí
ôïý êáé

S :=

½
{x0 x}

¯̄̄̄
 ∈ N0  ≤  êáé [x0 x] = s

ãéá êÜðïéï-ìïíüðëïêï s ôïý

¾


Ôïýôï êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, äéÜó·çìá êïñõöþí (vertex scheme) ôïý

(v) Ôï (ìç ðåðåñáóìÝíï, áñéèìÞóéìï) áöçñçìÝíïìïíïäéÜóôáôï ìïíïðëåêôéêü óý-
ìðëåãìá K = (VS) üðïõ V = Z êáé S = {{}| ∈ Z} ∪ {{ + 1}| ∈ Z} äåí
åßíáé ôßðïôá Üëëï ðáñÜ ôï äéÜó·çìá êïñõöþí ôïý åõêëåéäåßïõ ìïíïðëåêôéêïý óõ-

ìðëÝãìáôïò, ìÝóù ôïý ïðïßïõ åß·áìå ôñéãùíßóåé ïëüêëçñç ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá

R óôï åäÜöéï 1.19.24 (v).

1.19.33 Ïñéóìüò. ¸óôù K = (VS) ôõ·üí áöçñçìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá

êáé Ýóôù I(V) :=
©
 ∈ IV

¯̄
card(supp()) ∞ª (I := [0 1]) üðïõ IV ôï óýíïëï

ôùí áðåéêïíßóåùí  : V → I êáé supp() := { ∈ V| () 6= 0} ÅÜí ãéá êÜèå

 ∈ V ïñßóïõìå ôçí e ∈ I(V) ìÝóù ôïý ôýðïõ

V 3  7−→ e() = ( 1 üôáí  = 

0 üôáí  6= 

êáé ãéá êÜèå áöçñçìÝíï -ìïíüðëïêï  = {0  } ∈ S ïñßóïõìå ôï (åõêëåß-

äåéï)-ìïíüðëïêï85 s := || := [e0  e] ⊆ R+1 ôüôå ëÝìå üôé ôï s := || åßíáé
ç ãåùìåôñéêÞ õëïðïßçóç (geometric realization) ôïý  Ç Ýíùóç

|K| := S
∈S

|| 

åöïäéáæüìåíç ìå ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá 1.15.1:

[ôï  åßíáé áíïéêôü ⊆ |K|]⇐⇒
ïñó.

∙
ôï  ∩ || åßíáé áíïéêôü

õðïóýíïëï ôïý ||  ∀ ∈ S
¸


êáëåßôáé ãåùìåôñéêÞ õëïðïßçóç86 ôïý K

1.19.34 Óçìåßùóç. (i) O |K| åßíáé ·þñïò Hausdorff.

(ii) O |K| åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò° åðßóçò, åßíáé óõìðáãÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï K
85Åí ðñïêåéìÝíù, ôáõôßæïõìå ôïí äéáíõóìáôéêü õðü·ùñï ôïý R-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ I(V) ôïí ðáñáãüìåíï áðü ôï

{0  } ìå ôïí R+1

86Åí ãÝíåé, ôï |K| åíäÝ·åôáé íá ìçí ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ï õðïêåßìåíïò ·þñïò åíüò åõêëåéäåßïõ ìïíïðëåêôéêïý

óõìðëÝãìáôïò, êáèþò «æåé» óôïí áöçñçìÝíï R-äéáíõóìáôéêü ·þñï I(V) êáé üôáí ôï V åßíáé Üðåéñï äåí åßíáé ôïðï-
ëïãéêüò õðü·ùñïò ôïý I(V) (Ðñâë. [36], §33 Example 3 óåë. 114)
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åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

(iii) O |K| åßíáé ôïðéêÜ äñïìïóõíåêôéêüò. ÅðïìÝíùò, âÜóåé ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò

1.9.30, ï |K| åßíáé óõíåêôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò.

1.19.35 ËÞììá. ¸óôù Ýíá (åõêëåßäåéï) ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá  (åíôüò åíüò
åõêëåéäåßïõ ·þñïõ R) êáé Ýóôù KVert() = (Vert()S) ôï äéÜó·çìá êïñõöþí
ôïõ ôï ïñéóèÝí óôï åäÜöéï 1.19.32 (iv). Ôüôå |KVert()| ≈ ||
Áðïäåéîç. Âë. Lee [63], Lemma 5.6, óåë. 99-100 (ôÞò ðñþôçò åêäüóåùò). ¤

1.19.36 Èåþñçìá. ¸óôù K Ýíá áöçñçìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá. Ôüôå éó·ý-
ïõí ôá áêüëïõèá :

(i)ÅÜí õðÜñ·åé (åõêëåßäåéï) ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá åíôüò åíüò åõêëåéäåßïõ ·þ-
ñïõ R ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé |K| ≈ || ôüôå ôï K åßíáé êáô' áíÜãêçí áñéèìÞóéìï,
ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíï êáé äéáóôÜóåùò dim(K) ≤ 

(ii) Áíôéóôñüöùò ôþñá ° åÜí ôï K åßíáé áñéèìÞóéìï, ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíï êáé äéá-
óôÜóåùò dim(K) ≤  ôüôå õößóôáôáé ðÜíôïôå êÜðïéï (åõêëåßäåéï) ìïíïðëåêôéêü
óýìðëåãìá åíôüò ôïý åõêëåéäåßïõ ·þñïõR2+1 ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé |K| ≈ ||
Áðïäåéîç. Âë. Spanier [111], Ch. 3 §2 Theorem 9 óåë. 120 Moise [81], Ch. 7

Theorem 1 óåë. 53-54 êáé Ferrario & Piccinini [32], Theorem II214 óåë. 57 ¤

1.19.37 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé K = (VS) êáé L = (WU) åßíáé äõï áöçñç-

ìÝíá ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá. Ìéá áöçñçìÝíç ìïíïðëåêôéêÞ áðåéêüíéóç

 : K −→ L áðü ôï K óôï L åßíáé ìéá áðåéêüíéóç  : V −→ W ôÝôïéá þóôå87

{(0)  ()} ∈ U ãéá êÜèå {0  } ∈ S ËÝìå üôé ôá K êáé L åßíáé éóü-

ìïñöá (ùò áöçñçìÝíá ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá) üôáí õðÜñ·åé ìéá áìöéññé-
ðôéêÞ ìïíïðëåêôéêÞ áðåéêüíéóç áðü ôï K óôï L ôÝôïéá þóôå ç áíôßóôñïöüò ôçò

(áðü ôï L óôï K) íá åßíáé ùóáýôùò áöçñçìÝíç ìïíïðëåêôéêÞ.

1.19.38 Óçìåßùóç. (i) ÌÝóù ïéáóäÞðïôå áöçñçìÝíçò ìïíïðëåêôéêÞò áðåéêïíß-
óåùò  : K −→ L åðÜãåôáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç || : |K| −→ |L| ç ïðïßá
ïñßæåôáé ùò áêïëïýèùò: Ãéá êÜèå  ∈ S Ýóôù || : || −→ |L| ç óõó·åôéêÞ áðåé-
êüíéóç ç ðñïóäéïñéæüìåíç ìÝóù ôÞò  åðß ôïý óõíüëïõ ôùí êïñõöþí ôïý  BÜóåé
ôÞò óõíèÞêçò 1.19.31 (ii) ïé áðåéêïíßóåéò || ôáõôßæïíôáé óôï êïéíü ôìÞìá ôïý ðå-
äßïõ ïñéóìïý ôïõò, ïðüôå ìðïñïýí íá óõãêïëëçèïýí ðáñÝ·ïíôÜò ìáò ôçí ||
(ii) Ãéá êÜèå áöçñçìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìáK Ý·ïõìå |idK| = id|K|Åðéðñï-
óèÝôùò, åÜí  : K1 −→ K2 êáé  : K2 −→ K3 åßíáé áöçñçìÝíåò ìïíïðëåêôéêÝò
áðñåéêïíßóåéò, ôüôå | ◦ | = || ◦ ||
(iii) ÅÜí óõìâïëßóïõìå ùò SCompabs. ôçí êáôçãïñßá ôùí áöçñçìÝíùí ìïíïðëå-
êôéêþí óõìðëåãìÜôùí (ìå ôéò áöçñçìÝíåò ìïíïðëåêôéêÝò áðåéêïíßóåéò ùò ìïñöé-
óìïýò ôçò), ôüôå ìå ôç âïÞèåéá ôïý ïñéóìïý 1.19.37 êáé ôùí (i) êáé (ii) ïñßæåôáé Ýíáò

87ÖõóéêÜ, äåí áðïêëåßåôáé a priori ìåôáîý ôùí (0)  () íá õößóôáíôáé åðáíáëÞøåéò.
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óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

| | : SCompabs. Ã Top K 7−→ |K|
( : K −→ L) 7−→ (|| : |K| −→ |L|)

Êáô' áíáëïãßáí ïñßæåôáé óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

| | : SComp[2] abs. Ã Top[2] (KK0) 7−→ (|K| |K0|)
( : (KK0) −→ (LL0)) 7−→ (|| : (|K| |K0|) −→ (|L| |L0|))

áðü ôçí êáôçãïñßá ôùí æåõãþí áöçñçìÝíùí ìïíïðëåêôéêþí óõìðëåãìÜôùí óôçí

êáôçãïñßá ôùí ôïðïëïãéêþí æåõãþí.

(iv) ÌÝóù ôïý ëÞììáôïò 1.19.35 êáèïñßæåôáé Ýíáò óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

SComp Ã SCompabs. (ðïõ óôÝëíåé êÜèå åõêëåßäåéï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá íá

áðåéêïíéóèåß óôï äéÜó·çìá êïñõöþí ôïõ). Ùóôüóï, äåí åßíáé üëá ôá áöçñçìÝíá
ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá ðáñáóôÜóéìá ùò äéáó·Þìáôá êïñõöþí åõêëåéäåßùí
ìïíïðëåêôéêþí óõìðëåãìÜôùí. Ôï èåþñçìá 1.19.36 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ãéá ôçí

«áíôéóôñïöÞ ôïý (áíùôÝñù) âÝëïõò» áðáéôåßôáé ï ðåñéïñéóìüò ìáò óôçí õðïêá-
ôçãïñßá ôùí áñéèìÞóéìùí, ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíùí áöçñçìÝíùí ìïíïðëåêôéêþí óõ-
ìðëåãìÜôùí ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò. (Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ðñïêýðôåé ìéá

éóïäõíáìßá88, õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý F.3.2 (ii), ôÞò êáôçãïñßáò ôùí áñéèìÞ-

óéìùí åõêëåéäåßùí ìïíïðëåêôéêþí óõìðëåãìÜôùí ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò êáé

ôÞò êáôçãïñßáò ôùí áñéèìÞóéìùí, ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíùí áöçñçìÝíùí ìïíïðëå-

êôéêþí óõìðëåãìÜôùí ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò.)

(v) Äõï åõêëåßäåéá ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá åßíáé ãñáììéêþò éóüìïñöá åÜí êáé

ìüíïí åÜí ôá äéáó·Þìáôá ôùí êïñõöþí ôïõò åßíáé éóüìïñöá (ùò áöçñçìÝíá ìï-

íïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá). Âë. åäÜöéá 1.19.27 (iii), 1.19.32 (iv) êáé 1.19.37.

1.19.39 Ïñéóìüò. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáëåßôáé ôñéãùíßóéìïò ·þñïò (õðü
ôçí åõñåßá Ýííïéá 89) üôáí õðÜñ·åé êÜðïéï áöçñçìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá

K êáé Ýíáò ïìïéïìïñöéóìüò  : |K| ≈−→  ¸íá ôÝôïéï æåýãïò (K ) êáëåßôáé
ôñéãùíéóìüò ôïý (õðü ôçí åõñåßá Ýííïéá ).

1.19.40 ÐáñáôÞñçóç. Åíßïôå, ðÝñáí åíüò áöçñçìÝíïõ ìïíïðëåêôéêïý óõìðëÝã-

ìáôïò (ãéá ôçí êáôáóêåõÞ åíüò ôñéãùíéóìïý åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ) åßíáé áðá-

ñáßôçôç ç ãíþóç ôÞò öýóåùò ôùí äõíáôþí õðïäéáéñÝóåùí áõôïý. Ìéá õðïäéáß-

ñåóç K0 = (V 0S 0) åíüò áöçñçìÝíïõ ìïíïðëåêôéêïý óõìðëÝãìáôïò K = (VS)
åßíáé Ýíá áöçñçìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

(i) Ãéá êÜèå 0 ∈ S 0 õðÜñ·åé  ∈ S ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé 0 ⊆ 

88Ãéá áõôÞí ôçí éóïäõíáìßá ãéá ôéò õðïêáôçãïñßåò ôùí ðåðåñáóìÝíùí (åõêëåéäåßùí êáé, áíôéóôïß·ùò, áöçñçìÝíùí )
ìïíïðëåêôéêþí óõìðëåãìÜôùí âë. Rotman [102], Theorem 78 óåë. 142

89Áðëþò ãéá íá äéáöïñïðïéïýìåèá êáôÜ ôé åí ó·Ýóåé ðñïò ôïí ïñéóìü 1.19.23, ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôï ëÞììá 1.19

.35 êáé ôï èåþñçìá 1.19.36.
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(ii) ÊÜèå (áöçñçìÝío) ìïíüðëïêï ôïý K ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞ-
èïõò (áöçñçìÝíùí) ìïíïðëüêùí ôïý K0
(iii) ÊÜèå  ∈ V 0 áðïôåëåß Ýíá óçìåßï ôïý |K| ç äå åðáãïìÝíç (ãñáììéêÞ) áðåéêü-

íéóç |K0| −→ |K| (ðïõ áðåéêïíßæåé êÜèå êïñõöÞ ôïý K0 óôï áíôßóôïé·ï óçìåßï ôïý

|K|) åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò 90.
Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé: á) Ìéá õðïäéáßñåóç ìéáò õðïäéáéñÝóåùò ôïý K
áðïôåëåß õðïäéáßñåóç ôïý K
â) ÅÜí K0 êáé K00 åßíáé äõï õðïäéáéñÝóåéò ôïý K ôüôå õðÜñ·åé ìéá õðïäéáßñåóç

K000 ôïý K ðïõ åßíáé õðïäéáßñåóç áìöïôÝñùí ôùí K0 êáé K00

1.19.41 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé äõï áöçñçìÝíá ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá K êáé L
åßíáé óõíäõáóôéêþò éóïäýíáìá üôáí äéáèÝôïõí õðïäéáéñÝóåéò K0 êáé L0 áíôéóôïß-
·ùò, ïýôùò þóôå ôá K0 êáé L0 íá åßíáé éóüìïñöá (ùò áöçñçìÝíá ìïíïðëåêôéêÜ

óõìðëÝãìáôá, õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 1.19.37).

I «ÓõíäõáóôéêÝò äõó·Ýñåéåò». Ç èåþñçóç ìïíïðëåêôéêþí óõìðëåãìÜôùí áðï-

óêïðïýóå (Þäç áðü ôéò áðáñ·Ýò ôÞò Analysis Situs91) óôç áíáãùãÞ ôÞò ìåëÝôçò ôï-
ðïëïãéêþí ðñïâëçìÜôùí óôç ìåëÝôç óõíäõáóôéêþí ðñïâëçìÜôùí. Ôïýôï üìùò,

üðùò áðåäåß·èç, åßíáé åöéêôü ìüíïí óå ðïëý åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò, êáèþò ïé êÜôùèé
åéêáóßåò (ìå ôçí ðÜñïäï ðïëëþí åôþí) «êáôåññßöèçóáí» óôç ãåíéêüôçôÜ ôïõò92:

• Åéêáóßá Á. (Åéêáóßá õðÜñîåùò ôñéãùíéóìïý): ÊÜèå ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá åß-
íáé ôñéãùíßóéìï (õðü ôç óôåíÞ Þ õðü ôçí åõñåßá Ýííïéá ).

• Åéêáóßá Â. (Hauptvermutung, êýñéá åéêáóßá ôÞò ÓõíäõáóôéêÞò Ôïðïëïãßáò):

¸óôù üôé  åßíáé äõï ôñéãùíßóéìïé ôïðïëïãéêïß ·þñïé ìå  ≈ |K| êáé  ≈ |L| 
ÅÜí õößóôáôáé ïìïéïìïñöéóìüò |K| ≈−→ |L|  ôüôå ôá K êáé L åßíáé óõíäõáóôéêþò
éóïäýíáìá.

Ðåñß ôÞò åéêáóßáò Á. ÁõôÞ åßíáé åí ãÝíåé áëçèÞò ìüíïí óå äéáóôÜóåéò ≤ 3

1.19.42 Èåþñçìá. (Ôñéãùíéóéìüôçôá ìïíïäéÜóôáôùí ôïðïëïãéêþí ðïëõðôõãìÜôùí)

ÊÜèå ìïíïäéÜóôáôï ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá åßíáé ôñéãùíßóéìï. ÓõãêåêñéìÝíá,
êÜèå ìïíïäéÜóôáôï ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá äéáèÝôåé êÜðïéïí ôñéãùíéóìü ðïõ
áðïôåëåß ôç ãåùìåôñéêÞ õëïðïßçóç åíüò (áöçñçìÝíïõ) ìïíïäéÜóôáôïõ ìïíïðëåêôé-
êïý óõìðëÝãìáôïò, êÜèå êïñõöÞ (= 0-ìïíüðëïêï ) ôïý ïðïßïõ áíÞêåé óå áêñéâþò
äýï áêìÝò (= 1-ìïíüðëïêá ).

Áðïäåéîç. Âë. Lee [63], óåë. 102-104 (ôÞò ðñþôçò åêäüóåùò). ¤
90ÌÝóù áõôïý åßèéóôáé íá «ôáõôßæïõìå» ôïõò ôïðïëïãéêïýò ·þñïõò |K0| êáé |K|
91Ðñïðïìðüò ôÞò óýã·ñïíçò ÁëãåâñéêÞò Ôïðïëïãßáò êáôÜ ôïí 19ï áéþíá.

92Ç åéêáóßá Á åß·å äéáôõðùèåß Þäç áðü ôïí 19ï áéþíá, åíþ ç åéêáóßá Â åìöáíßæåôáé ôï Ýôïò 1908 óôçí åñãáóßá [112]

ôïý Ernst Steinitz (1361871-2991928).
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Áíåñ·ïìÝíçò ôÞò äéáóôÜóåùò óõíáíôïýìå ôá èåùñÞìáôá 1.19.43 êáé 1.19.45 ôùí

Radü93 êáé Moise94, áíôéóôïß·ùò.

1.19.43 Èåþñçìá. (Ôñéãùíéóéìüôçôá åðéöáíåéþí, Radü [96], 1925) ÊÜèå åðéöÜíåéá
(Þôïé êÜèå äéäéÜóôáôï ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá) äéáèÝôåé êÜðïéïí ôñéãùíéóìü ðïõ
áðïôåëåß ôç ãåùìåôñéêÞ õëïðïßçóç åíüò (áöçñçìÝíïõ) äéäéÜóôáôïõ ìïíïðëåêôéêïý
óõìðëÝãìáôïò, êÜèå áêìÞ (= 1-ìïíüðëïêï ) ôïý ïðïßïõ áíÞêåé óå áêñéâþò äýï
2-ìïíüðëïêá.

1.19.44 Óçìåßùóç. Ãéá ìéá åðåîåñãáóìÝíç ìïñöÞ ôÞò áðïäåßîåùò ôïý èåùñÞìá-

ôïò 1.19.43 (âáóéæüìåíç óôçí ðñùôüôõðç åñãáóßá ôïý Radü) âë. Coldeway, Vogt

& Zieschang [19], Theorem 751 óåë. 304-306 Rinow [101], óåë. 414-421 Ahlfors

& Sario [5], §8 óåë. 105-111 êáèþò êáé ôéò óçìåéþóåéò [17] ôïý Chen. Óôï êåöÜ-

ëáéï 8 ôïý [81] äßäåôáé ìéá áðüäåéîç ðïõ êÜíåé ·ñÞóç ìüíïí ôïý óõíäõáóôéêïý (êáé

ü·é ôïý «éó·õñïý») èåùñÞìáôïò ôïý Sch­nflies. Ãéá óõìðáãåßò åðéöÜíåéåò õðÜñ-

·åé ìéá Üëëç, êáôÜ ôé óõíôïìüôåñç ðñïóÝããéóÞ ôçò (ïöåéëüìåíç óôïõò Doyle &

Moran [27]) ç ïðïßá -üìùò- óôçñßæåôáé óå ðñïêå·ùñçìÝíá ôå·íéêÜ ìÝóá (standard

decompositions ê.Ü.). Ãéá ìéá áñêïýíôùò óôïé·åéþäç áðüäåéîç (êáé ðÜëé ãéá óõ-
ìðáãåßò åðéöÜíåéåò) âë. Thomassen [116].

1.19.45 Èåþñçìá. (Ôñéãùíéóéìïß 3-äéÜóôáôùí ôïð. ðïëõðôõãìÜôùí, Moise [79], 1952)

ÊÜèå ôñéäéÜóôáôï ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá åßíáé ôñéãùíßóéìïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò.

1.19.46 Óçìåßùóç. Ãéá ìéá ëåðôïìåñÞ (êáé óôïé·åéùäÝóôåñç ôÞò áñ·éêÞò) áðü-

äåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 1.19.45 âë. êåö. 35 ôïý óõããñÜììáôïò [81] ôïý Moise. Ìéá

93Radü, Tibor (261895-12121965). Ïýããñïò ìáèçìáôéêüò. Óðïýäáóå óôï ÐáíåðéóôÞìéï ôïý Szeged êáé åîå-

ðüíçóå ôç äéäáêôïñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ õðü ôïí F. Riesz (1880-1956). ÅñåõíçôÞò óôï Ìüíá·ï êáé óôï Harvard. Áðü

ôï 1930 êáèçãçôÞò ôïý Ohio State University. Êýñéïé åñåõíçôéêïß ôïõ ôïìåßò: ÄéáöïñéêÞ Ãåùìåôñßá, Ëïãéóìüò Ìå-

ôáâïëþí, ÌåñéêÝò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò êáé Èåùñßá ÌÝôñïõ.

94Moise, Edwin Evariste (22121918-18121998). Áìåñéêáíüò ìáèçìáôéêüò. Óðïýäáóå óôï ÐáíåðéóôÞìéï ôÞò

Toulane óôç Louisiana êáé åîåðüíçóå ôç äéäáêôïñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ õðü ôïí R.L. Moore (1882-1974) óôï ÐáíåðéóôÞ-

ìéï ôïý Texas. Êáôüðéí ôïýôïõ áöéåñþèçêå áðïêëåéóôéêþò óôç ìåëÝôç äýóêïëùí ðñïâëçìÜôùí ôÞò ÃåùìåôñéêÞò Ôï-

ðïëïãßáò, äéäÜóêïíôáò åê ðáñáëëÞëïõ óôá ÐáíåðéóôÞìéá ôïý Michigan (1947-1960) êáé ôïý Harvard (1961-1971),
êáé óôï Queen's College ôÞò ÍÝáò Õüñêçò (1972-1987).
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åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç Ý·åé äïèåß áðü ôïí Hamilton [44]. Ôï èåþñçìá 1.19.45 åîá-

êïëïõèåß íá éó·ýåé êáé ãéá ôñéäéÜóôáôá ôïðïëïãéêÜðïëõðôýãìáôáìå óýíïñï. (Âë.
Moise [80] êáé Bing [10].)

1.19.47 Èåþñçìá. (Casson ∼1985) ÕðÜñ·ïõí ôåôñáäéÜóôáôá óõìðáãÞ ðïëõðôýã-
ìáôá (üðùò, ð.·., ôï ëåãüìåíï ``8-ðïëýðôõãìá'' ôïý Freedman ) ðïõ äåí åßíáé ôñé-
ãùíßóéìá.

Áðïäåéîç. Âë. Saveliev [106], Theorem 183 óåë. 167-168 ¤

1.19.48 Èåþñçìá. (Manolescu [70], 2016) Ãéá êÜèå  ≥ 5 õößóôáôáé êÜðïéï -
äéÜóôáôï óõìðáãÝò ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá ôï ïðïßï äåí åßíáé ôñéãùíßóéìï 95.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, ç ýðáñîç ôñéãùíéóìïý åßíáé äéáóöáëéóìÝíç ãéá ôçí åéäéêÞ
êëÜóç ôùí ëåßùí ðïëõðôõãìÜôùí.

1.19.49 Èåþñçìá. (Cairns [15], 1935, Whitehead [126] & Freudenthal [35], 1940)

ÊÜèå ëåßï ðïëýðôõãìá (ïéáóäÞðïôå äéáóôÜóåùò) åßíáé ôñéãùíßóéìï.

Áðïäåéîåéó. Ãéá êÜðïéåò êáôÜ ôé ðéï ðñïóâÜóéìåò áðïäåßîåéò âë. Munkres [82],

Chapter II, êáé Thurston [117], Theorem 3102 óåë. 194-195 ¤

Ðåñß ôÞò åéêáóßáò Â. Êáé åäþ ïé ðåñéðôþóåéò üðïõ õðÜñ·åé êáôÜöáóç åßíáé ðå-

ñéïñéóìÝíåò.

1.19.50 Èåþñçìá. (Ðáðáêõñéáêüðïõëïò [91], 1943) Ç åéêáóßá Â åßíáé áëçèÞò ãéá
ôñéãùíßóéìïõò ôïðïëïãéêïýò ·þñïõò, ãéá ôïõò ïðïßïõò ôá áíôßóôïé·á ìïíïðëåêôéêÜ
óýìðëïêá áíáöïñÜò åßíáé äéáóôÜóåùò ≤ 2

1.19.51 Èåþñçìá. (Moise [79], 1952) Ç åéêáóßá Â åßíáé áëçèÞò ãéá ôïðïëïãéêÜ ðï-
ëõðôýãìáôá äéáóôÜóåùò ≤ 3

Áðïäåéîç. Âë. [81], óåë. 64 êáé 253 ¤

1.19.52 Óçìåßùóç. (ÄéÜøåõóç ôÞò Hauptvermutung áðü ôïí Milnor, 1961)

(i) Åêêéíþíôáò áðü ôïõò ·þñïõò öáêïý L(7 )  ∈ {1 2} (âë. åä. 1.17.23) ï

Milnor96 [77] êáôáóêåýáóå ìÝóù ôùí L(7 ) × s (üðïõ s Ýíá -ìïíüðëïêï)

ôïðïëïãéêïýò ·þñïõò  ðñïóáñôþíôáò êþíïõò õðåñÜíù ôùí L(7 ) × s ïý-

ôùò þóôå ãéá  + 3 ≥ 6 ïé 1 êáé 2 íá åßíáé ôñéãùíßóéìïé êáé ïìïéïìïñöéêïß,

95Âë. [70], Corollary 13 óåë. 148

96Milnor, John Willard (ãåí. 2021931). Áìåñéêáíüò ìáèçìáôéêüò. ¸íáò åê ôùí åðéöáíÝóôåñùí ôïðïëüãùí ôùí

ôåëåõôáßùí 50 ·ñüíùí. Óðïýäáóå óôï ÐáíåðéóôÞìéï ôïý Princeton, üðïõ êáé åîåðüíçóå ôç äéäáêôïñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ

ôï 1954 õðü ôïíR. Fox (1913-1973). ÄéåôÝëåóå êáèçãçôÞò óôï Institute forAdvanced Study áðü ôï 1970 åùò ôï 1990
Ìåôáîý Üëëùí Ý·åé ôéìçèåß ìå ôá âñáâåßá Fields (1962), Wolf (1989), Steele (2004) êáé Abel (2011).
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·ùñßò, ùóôüóï, ôá áíôßóôïé·á ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá íá åßíáé êáé óõíäõá-

óôéêþò éóïäýíáìá. Ùò åê ôïýôïõ, ôï èåþñçìá 1.19.50 ôïý Ðáðáêõñéáêüðïõëïõ97

äåí åßíáé åðåêôÜóéìï (ôïõëÜ·éóôïí, ·ùñßò ðåñáéôÝñù ðåñéïñéóìïýò).

(ii) ÅðåéäÞ ôá áíùôÝñù áíôéðáñáäåßãìáôá ôïý Milnor äåí Þôáí ôïðïëïãéêÜ ðï-

ëõðôýãìáôá, åß·å êáôÜ ôá ìÝóá ôÞò äåêáåôßáò ôïý 1960 ó·çìáôéóèåß ç åíôýðùóç

óå ïñéóìÝíïõò ôïðïëüãïõò üôé ç åéêáóßá Â èá ìðïñïýóå íá ðåñéóùèåß åÜí óôç

äéáôýðùóÞ ôçò êáíåßò áíôéêáèéóôïýóå ôïõò ôñéãùíßóéìïõò ôïðïëïãéêïýò ·þñïõò
ìå ôñéãùíßóéìá ôïðïëïãéêÜ ðïëõðôýãìáôá (äåäïìÝíùí, ìÜëéóôá, ôùí èåùñçìÜôùí

1.19.45 êáé 1.19.51 ôïý Moise óôç äéÜóôáóç 3). Ùóôüóï, êáé áõôÞ ç ðñïóìïíÞ

Ýðåóå óôï êåíü, êáèþò äéáøåýóèçêå áðü ôïõò Kirby & Siebenmann ãéá äéáóôÜóåéò

≥ 5 (âë. [58], [59]) êáé áðü ôïõò Freedman & Quinn ãéá ôç äéÜóôáóç 4 (âë. [34]).

(iii) ÐáñÜ ôá ðñïáíáöåñèÝíôá, õðÜñ·ïõí ðåñáéôÝñù ôñïðïðïéÞóåéò ôÞò

Hauptvermutung ðïõ åîáêïëïõèïýí íá ðåñéÝ·ïõí áíáðÜíôçôá åñùôÞìáôá

êáé íá ðñïêáëïýí ôï åíäéáöÝñïí áñêåôþí åñåõíçôþí. (Ðñâë. Ranicki [97] êáé

Rudyak [104].)

1.20 CW-μÙÑÏÉ

ÇêëÜóç üëùí ôùí ôïðïëïãéêþí ·þñùí ðáñáåßíáé «á·áíÞò» ãéá íá ìðïñåß êáíåßò

íá åñãáóèåß ðáñáãùãéêÜ ìå áõôÞí óå ìéá óåéñÜ óçìáíôéêþí èåùñçôéêþí åñùôç-

ìÜôùí. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, ïé ôñéãùíßóéìïé ·þñïé åßíáéðïëý åéäéêïß ·þñïé (êáé,
åíßïôå, ç êáôáóêåõÞ óõãêåêñéìÝíùí ôñéãùíéóìþí áñêïýíôùò äýóêïëç). Ãé' áõôüí

ôïí ëüãï êñßíåôáé áíáãêáßá ç åéóáãùãÞ ìéá åðéðñüóèåôçò, åíäéÜìåóçò êëÜóåùò
ôïðïëïãéêþí ·þñùí, ôùí ëåãüìåíùí CW-·þñùí. Ïé äïìéêïß ëßèïé áõôþí ôùí ·þ-

ñùí äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíüðëïêá áëëÜ êýôôáñá (êáôáëëÞëùò óõãêïëëïý-

ìåíá).

97Ðáðáêõñéáêüðïõëïò, μñßóôïò (1671914-2961976). ¸ëëçíáò ìáèçìáôéêüò. Óðïýäáóå (ìåôáãñáöåßò áðü ôï

Å.Ì.Ð.) óôï ÔìÞìáÌáèçìáôéêþí ôïýÐáíåðéóôçìßïõ Áèçíþí (1933-1937), üðïõ êáé áðïðåñÜôùóå ôç äéäáêôïñéêÞ

ôïõ äéáôñéâÞ (Ý·ïõóá ùò Ýíá åê ôùí êýñéùí áðïôåëåóìÜôùí ôçò ôï èåþñçìá 1.19.50) ôï Ýôïò 1943 óôçí êáôï·éêÞ

ÁèÞíá. Áðü ôï 1948 (ïðüôå êáé ìåôÝâç óôéò Ç.Ð.Á.) Ýùò ôïí èÜíáôü ôïõ áöéåñþèçêå (ìå åëÜ·éóôá äéáëåßììáôá, óôï

Institute of Advanced Studies ôïý Princeton) óôçí Ýñåõíá äõóåðßëõôùí áëãåâñïôïðïëïãéêþí ðñïâëçìÜôùí. ÃíùóôÜ

ôïõ áðïôåëÝóìáôá: ôï «èåþñçìá ôïý âñü·ïõ», ç ïñèÞ áðüäåéîç ôïý «ëÞììáôïò ôïýDehn», «ôï èåþñçìá ôÞò óöáßñáò»

ê.Ü. Ãéá ëåðôïìåñÞ âéïãñáöéêÜ óôïé·åßá âë. Å. ÓðáíäÜãïõ: μñßóôïò Ðáðáêõñéáêüðïõëïò. Ï åñçìßôçò ôïý Ðñßíóôïí,
åêäüóåéò Áßèñá, ÁèÞíá, 2008
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1.20.1 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò  åðéäÝ·åôáé ìéá êõôôáñéêÞ

äéÜóðáóç (Þ äéÜóðáóç óå êýôôáñá) üôáí õðÜñ·åé Ýíá óýíïëï X õðï·þñùí ôïý

ðïõ ðëçñïß ôçí áêüëïõèç óõíèÞêç: ÊÜèå óôïé·åßï e ∈ X åßíáé Ýíá êýôôáñï êáé

 =
S{e | e ∈ X}. Ùò -äéÜóôáôï óêåëåôü ïñßæïõìå ôïí õðü·ùñï

() :=
S{e ∈ X | dim(e) ≤ }

(åíüò ôÝôïéïõ). Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ëáìâÜíïõìå ìéá áêïëïõèßá

∅ = (−1) ⊆ (0) ⊆ (1) ⊆ · · · ⊆ (−1) ⊆ () ⊆ · · · ⊆ 

õðï·þñùí ìå
S
≥0

() =  Ãéá êÜèå e ∈ X óõìâïëßæïõìå ùò e ôçí êëåéóôÞ èÞêç
ôïý e åíôüò ôïý  êáé ùò e := e r e ôï óýíïñï (Þ ìåèüñéï ) ôïý e (Åíßïôå, ãéá íá

äçëþóïõìå ìéá êõôôáñéêÞ äéÜóðáóç, áíôß ôïý ãñÜöïõìå (X))

1.20.2 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò ðïõ åðéäÝ·åôáé ìéá êõôôáñéêÞ

äéÜóðáóç êáé Ýóôù e = e Ýíá -êýôôáñï ⊆ Ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç

φ = φe : B
 −→ 

ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé φ(S−1) ⊆ (−1) ìå ôçí φ|◦
B
:
◦
B−→  áðåéêïíßæïõóá

ôï
◦
B ïìïéïìïñöéêþò åðß ôïý e, êáëåßôáé ·áñáêôçñéóôéêÞ áðåéêüíéóç ôïý e Ï

ðåñéïñéóìüò φ|S−1 : S−1 −→ (−1) êáëåßôáé98 áðåéêüíéóç åðéêïëëÞóåùò (Þ
ðñïóáñôÞóåùò) ôïý e

1.20.3 Ðñüôáóç. ÅÜí ï  (üðùò óôï åä. 1.20.2) åßíáé ·þñïò Hausdorff, ôüôå
e = φ(B) ⊆ (−1) ∪ e êáé e = φ(S−1) ⊆ (−1) ÉäéáéôÝñùò, ôá e êáé e
åßíáé óõìðáãÞ, ç φ : B −→ e ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç (âë. 1.10.7) êáé ç óõíå·Þò
áðåéêüíéóç ôïðïëïãéêþí æåõãþí φ : (BS−1) −→ (e e) ó·åôéêüò ïìïéïìïñöé-
óìüò (âë. 1.18.6).

Áðoäåéîç. Ëüãù ôÞò óõíå·åßáò ôÞò φ Ý·ïõìå φ(B) ⊆ e. ÅðåéäÞ (óýìöùíá ìå

ôçí ðñüôáóç 1.8.5) ôï φ(B) åßíáé óõìðáãÝò, åÜí ï  åßíáé ·þñïò Hausdorff, ôï

φ(B) åßíáé êëåéóôü. (Âë. 1.8.9 (i).) Óõíåðþò,

e ⊆ φ(B) =⇒
1.2.10 (i),(ii)

e ⊆ φ(B) =⇒
1.2.7

e = φ(B)

(Äéåîïäéêüôåñá, ìðïñïýìå íáãñÜøïõìåφ(
◦
B ∪S−1) = e∪e) ÅðåéäÞφ(

◦
B) = e

Ý·ïõìå e ⊆ φ(S−1) Åðßóçò, åðåéäÞ φ(S−1) ⊆ (−1) êáé e ∩ (−1) = ∅
Ý·ïõìå φ(S−1) ⊆ e ¢ñá φ(S−1) = e ¤
98Ãéá ôçí áéôéïëüãçóç áõôÞò ôÞò ïíïìáôïäïóßáò âë. ðñüôáóç 1.20.16.
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1.20.4 Ïñéóìüò. ¸íáò CW-·þñïò (Þ Ýíá CW-óýìðëåãìá) åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò
·þñïò  åðéäå·üìåíïò êõôôáñéêÞ äéÜóðáóç ( =

S{e | e ∈ X) êáé åöïäéáóìÝ-
íïò ìå ìéá ïéêïãÝíåéá {φe | e ∈ X} ·áñáêôçñéóôéêþí áðåéêïíßóåùí (êáé, êáô' åðÝ-
êôáóç, ìå ó·åôéêïýò ïìïéïìïñöéóìïýò φe : (B

S−1) −→ (e e) ãéá êÜèå -
êýôôáñï e ∈ X êáé ãéá êÜèå  ∈ N0), ïýôùò þóôå íá ðëçñïýíôáé ïé åîÞò óõíèÞêåò:

(C) [= closure finiteness]: Ãéá êÜèå e ∈ X, ôï e Ý·åé ìç êåíÞ ôïìÞ ìå ðåðåñáóìÝíïõ
ðëÞèïõò êýôôáñá ôïý X

(W) [= weak topology]: ÊÜèå õðü·ùñïò ôïý ãéá ôïí ïðïßïí ç ôïìÞ∩e åßíáé
êëåéóôÞ åíôüò ôïý e ∀e ∈ X åßíáé êëåéóôüò õðü·ùñïò ôïý  (Ôïýôç ç óõíèÞêç
éóïäõíáìåß ìå ôï üôé ï  åßíáé åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá ùò ðñïò
ôçí ïéêïãÝíåéá {e | e ∈ X}. Âë. åä. 1.15.1).
¸íáò CW-·þñïò ïíïìÜæåôáé⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

-äéÜóôáôïò ⇐⇒
ïñó.

(−1) $ () = 

áðåéñïäéÜóôáôïò ⇐⇒
ïñó.

() $  ∀ ∈ N0
ðåðåñáóìÝíïò CW-·þñïò ⇐⇒

ïñó.
card(X) ∞

Üðåéñïò CW-·þñïò ⇐⇒
ïñó.

card(X) =∞

[ÓçìåéùôÝïí üôé åÜí ï ôïðïëïãéêüò ·þñïò  åðéäÝ·åôáé ìéá Üëëç êõôôáñéêÞ äéÜ-

óðáóç, áò ðïýìå =
S{e | e ∈ X0} ôüôå ïé äéáóôÜóåéò ôùí CW-·þñùí (X) êáé

(X0) åßíáé ßóåò.]

1.20.5 Óçìåßùóç. Ç Ýííïéá ôùí «CW-·þñùí» åéóÞ·èç ôï 1949 áðü ôïí J.H.C

Whitehead99 óôï ðåñéþíõìï Üñèñï ôïõ [128] êáé óýíôïìá êáèéåñþèçêå óôç äéå-

èíÞ âéâëéïãñáößá.

J.H.C Whitehead

99Whitehead, John Henry Constantine (11111904-851960). Âñåôáíüò ìáèçìáôéêüò. Óðïýäáóå óôçí Ïîöüñäç.

Åîåðüíçóå ôç äéäáêôïñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ õðü ôïí Oswald Veblen (1880-1960) ôï 1930 óôï Princeton êáé óõíÝãñáøå

ìáæß ôïõ ôï âéâëßïFoundation ofDifferential Geometry (1932), óôï ïðïßï (ìåôáîý Üëëùí) ðåñéëáìâÜíåôáé êáé ç áîéù-
ìáôéêÞ èåìåëßùóç ôÞò åííïßáò ôïý äéáöïñßóéìïõ ðïëõðôýãìáôïò (differentiable manifold) ðïõ ðáñáìÝíåé åí ·ñÞóåé

ìÝ·ñé ôùí çìåñþí ìáò. Êáôüðéí ôïýôïõ ç ÝñåõíÜ ôïõ åðéêåíôñþèçêå óå ðïéêßëá áëãåâñïôïðïëïãéêÜ ðñïâëÞìáôá.

Èåùñåßôáé äéêáßùò ùò Ýíáò åê ôùí êýñéùí äéáìïñöùôþí ôÞò óýã·ñïíçò Èåùñßáò Ïìïôïðßáò. (ÕðÞñîå óõããñáöÝáò

90 ðñùôüôõðùí åñåõíçôéêþí åñãáóéþí.) Áðü ôï 1947 Ýùò ôïí ðñüùñï èÜíáôü ôïõ (ôï 1960) äßäáîå ùò êáèçãçôÞò
ôùí Èåùñçôéêþí Ìáèçìáôéêþí óôï Balliol College ôÞò Ïîöüñäçò. Åðßóçò, êáôÜ ôçí ôñéåôßá 1953-1955 äéåôÝëåóå

ðñüåäñïò ôÞò London Mathematical Society.
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ÅéäéêÜ óõããñÜììáôá áöéåñùìÝíá óôçí åíäåëå·Þ ìåëÝôç ôùí CW-·þñùí åßíáé

áõôÜ ôùí Cooke & Finney [21], Lundell & Weingram [67] êáé Fritsch & Piccinini

[36].

1.20.6 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¼ôáí ôï ðëÞèïò ôùí äéáèÝóéìùí êõôôÜñùí åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíï, ôüôå ïé óõíèÞêåò (C) êáé (W) ðëçñïýíôáé áõôïìÜôùò. Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå
·þñïò Hausdorff ðïõ åðéäÝ·åôáé äéÜóðáóç óå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò êýôôáñá,
êáèÝíá ôùí ïðïßùí åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ìéá ·áñáêôçñéóôéêÞ áðåéêüíéóç, åßíáé
CW-·þñïò.

(ii) ÊÜèå ôñéãùíßóéìïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò  åßíáé CW-·þñïò100. ÅÜí ôï æåýãïò
() åßíáé Ýíáò ôñéãùíéóìüò ôïý  (âë. åä. 1.19.23) êáé åÜí ïñßóïõìå ùò X ôï
óýíïëï X := {(s◦) | s ∈ } ôüôå ï  ãñÜöåôáé ðñïöáíþò ùò Ýíùóç ôùí óôïé-
·åßùí ôïý X ¸óôù () ôï õðïóýìðëåãìá ôïý  ôï áðáñôéæüìåíï áðü üëá ôá
ìïíüðëïêá s ∈  ìå dim(s) ≤  ¸óôù s ôõ·üí -ìïíüðëïêï ôïý  ÈÝôïíôáò
φs := (|s) ◦ s üðïõ s : (BS−1) −→ (s s) ïéïóäÞðïôå ïìïéïìïñöéóìüò
ôïðïëïãéêþí æåõãþí, ç φs åßíáé ·áñáêôçñéóôéêÞ áðåéêüíéóç ãéá ôï s êáé (åðåéäÞ
ôá ìïíüðëïêá ôïý  åßôå äåí ôÝìíïíôáé åßôå ôÝìíïíôáé êáôÜ ìÞêïò êïéíþí ôïõò
ðëåõñþí) ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ó·åôéêüò ïìïéïìïñöéóìüò

(BS−1)

φs

66

s // (s s)
|s // ((s◦) ∪

¯̄̄
(−1)

¯̄̄
(−1))

(êáèüôé ç φs : B
 ³ φs(B

) åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò). ¢ñá ï  ≈ || åßíáé üíôùò
CW-·þñïò.

(iii) Ç åðéöÜíåéá åíüò êýâïõ (âë. ó·. 1.??), åíüò äùäåêÜåäñïõ ê.ëð. åßíáé CW-

·þñïé. Áñêåß íá èåùñÞóïõìå ôéò êïñõöÝò ùò ôá 0-êýôôáñá, ôéò áíïéêôÝò áêìÝò ùò

ôá 1-êýôôáñá êáé ôéò áíïéêôÝò Ýäñåò ùò ôá 2-êýôôáñá ôïý ·þñïõ ìáò. Åí ðñïêåé-

ìÝíù ôá 2-êýôôáñá äåí åßíáé (áíïéêôÜ) ìïíüðëïêá!

Ó·Þìá 1.??

100Ôï áíôßóôñïöï äåí åßíáé åí ãÝíåé áëçèÝò. Ãéá Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá åíüò ôñéäéÜóôáôïõ CW-·þñïõ (êáôáóêåõáæüìå-

íïõ ìÝóù êáôÜëëçëçò ðñïóáñôÞóåùò åíüò 3-êõôôÜñïõ óôïí äßóêï B2) ðïõ äåí åßíáé ôñéãùíßóéìïò âë. Shastri [107],

Example 2711 óåë. 105-106. Åðßóçò, ãéá Ýíá ðáñüìïéï ðáñÜäåéãìá, âë. Fritsch & Piccinini [36], óåë. 128-130
Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, üôáí ï õðïêåßìåíïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò åíüò CW-·þñïõ åßíáé êáíïíéêüò (regular), ç ýðáñîç

ôñéãùíéóìïý åßíáé äéáóöáëéóìÝíç. (Âë. [36], Theorem 341 óåë. 130)
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(iv) Ç ìïíáäéáßá óöáßñá S åßíáé Ýíáò CW-·þñïò.

(á) ¸óôù e0 := + ï âüñåéïò ðüëïò (äçë. Ýíá 0-êýôôáñï) ôÞò S Ôï óõìðëÞñùìá
e := S r {e0} åßíáé Ýíá -êýôôáñï (ðñâë. 1.5.3 (iv)) Ç S äéáóðÜôáé óå äýï
êýôôáñá: S = {e0} ∪ {e}ÈÝôïíôáò(

φe0 : B
0 −→ S x 7−→ φe0(x) := e

0 êáé ãéá x = (1  )

φe : B
 −→ S x 7−→ φe(x) := (2||x||2 − 1 21

p
1− ||x||2  2

p
1− ||x||2)

ôçí êáèéóôïýìå CW-·þñï ìå ôéò φe0 φe ùò ·áñáêôçñéóôéêÝò áðåéêïíßóåéò.

(∅ = (S)−1 $ (S)(0) = {e0} =  = (S)(−1) $ (S)() = (S)(+1) = )

(â) ¸íáò äåýôåñïò ôñüðïò åöïäéáóìïý ôÞò S ìå ôç äïìÞ åíüò CW-·þñïõ åßíáé ï

åîÞò: Èåùñïýìå ôçí áêïëïõèßá óöáéñþí

S0 $ S1 $ · · · $ S−1 $ S

åêëáìâÜíïíôáò êáèåìßá åî áõôþí ùò ôïí «éóçìåñéíü» ôÞò åðïìÝíçò (ðñâë. 1.5.3

(iv)) êáèþò êáé ôá êýôôáñá (= áíïéêôÜ çìéóöáßñéá)

e+ :=
◦
S 
+ := {x ∈ S |+1  0} e− :=

◦
S

− := {x ∈ S |+1  0}

ãéá  = 0 1  Ïé ïñèïãþíéåò ðñïâïëÝò

φe±
: B −→ S (1  ) = x 7−→ φe±

(x) := (1   ±
p
1− ||x||2 0  0)

ìå φe±
(B) ≈ S± ⊆ S, ìðïñïýí íá ðáßîïõí ôïí ñüëï ·áñáêôçñéóôéêþí áðåéêï-

íßóåùí, ïýôùò þóôå ç S íá êáôáóôåß åê íÝïõ CW-·þñïò.

Ó·Þìá 1.??
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(ã) Âåâáßùò, Ýíáò Üëëïò ôñüðïò åöïäéáóìïý ôÞò S ìå ôç äïìÞ åíüò CW-·þñïõ åß-

íáé íá èåùñÞóïõìå ïéïíäÞðïôå ôñéãùíéóìü ôÞò S êáé íá åöáñìüóïõìå ãé' áõôüí

ü,ôé ðñïåßðáìå óôï (ii). ¸íáò êëáóéêüò, üìïñöïò ôñéãùíéóìüò ôÞò S åðéôõã·Ü-

íåôáé ìå ôç ·ñÞóç ôïý ëåãïìÝíïõ (+ 1)-äéÜóôáôïõ óôáõñùôïý ðïëõôüðïõ (cross

polytope)

+1 :=

⎧⎨⎩(1  +1) ∈ R+1
¯̄̄̄
¯̄ +1X
=1

| | ≤ 1
⎫⎬⎭ 

ôï ïðïßï áðïôåëåß ôçí Üìåóç ãåíßêåõóç ôïý ãíùóôïý ìáò óôåñåïý êáíïíéêïý
ïêôáÝäñïõ 3. ÓçìåéùôÝïí üôé ôï +1 áíáðáñéóôÜôáé ùò äéðëÞ ðõñáìßäá õðå-

ñÜíù ôïý Åðßóçò, Ý·ïõìå +1 = conv({v± | 1 ≤  ≤ +1}) üðïõ åî ïñéóìïý
v± := (0 ±1 0  0) êáé

+1 :=

⎧⎨⎩(1  +1) ∈ R+1
¯̄̄̄
¯̄ +1X
=1

| | = 1
⎫⎬⎭ 

(Ðñâë. Ziegler [130], óåë. 8) Ï åí ëüãù ôñéãùíéóìüò ôÞò S (ï ïðïßïò åéêïíïãñá-

öåßôáé ãéá  = 2 óôï ó·Þìá 1.??) ïñßæåôáé ìÝóù ôÞò êëáóéêÞò áêôéíéêÞò ðñïâïëÞò :

|+1| ≈−→ S x 7−→ x

||x|| 

Ó·Þìá 1.??

(v) ÅÜí K ∈ {RC} êáé  üðùò óôçí (1.8), ôüôå ïé ðñïâïëéêïß ·þñïé PK (âë. 1.

12 êáé 1.13.5 (v)) åßíáé CW-·þñïé. ¼ðùò Ý·åé Þäç äåé·èåß óôï åäÜöéï 1.16.4, ï PK
ãñÜöåôáéùò Ýíùóç+1 êõôôÜñùíPK ≈ e0∪e∪e2∪· · ·∪e åíþïé åêåß ïñéóèåßóåò

áðåéêïíßóåéò φ = φe : B
 −→ PK ⊆ PK ìðïñïýí íá äéáäñáìáôßóïõí ôïí ñüëï

ôùí áðáéôïõìÝíùí ·áñáêôçñéóôéêþí áðåéêïíßóåùí ãéá êÜèå  ∈ {0 1  }
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(vi) Ïé ãåíéêåõìÝíïé ·þñïé öáêïý L2−1(; 1  ) := S2−1Z (üðùò ïñßóèç-

êáí óôï åäÜöéï 1.14.5) åßíáé CW-·þñïé. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôáõôßæïõìå (ùò åß-

èéóôáé) ôçí S2−1 ìå ôï {(1  ) ∈ C | P
=1 | |2 = 1} óõìâïëßæïõìå ùò

 : S2−1 −→ L2−1(; 1  ) ôç öõóéêÞ åðßññéøç êáé èåùñïýìå ôçí áêüëïõèç

äéÜóðáóç ôÞò S2−1 óå (+ 1) êýôôáñá:⎧⎨⎩ e2−2 := {(1  ) ∈ S2−1 |  = 0 ãéá    êáé arg() =
2
 }

e2−1 := {(1  ) ∈ S2−1 |  = 0 ãéá    êáé 2  arg() 
2(+1)

 }

ãéá  ∈ {0 1  − 1} êáé  ∈ {1 2  } Êáôüðéí ôïýôïõ, åéóÜãïíôáò ôïí óõì-

âïëéóìü

B2C :=

⎧⎨⎩(1  ) ∈ C
¯̄̄̄
¯̄ X
=1

| |2 ≤ 1
⎫⎬⎭ ( ∈ N0)

ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

φe2−2
: B2−2C −→ S2−1 [ìå

◦
B
2−2
C

φ
e
2−1
−→ e2−1 ]

êáèþò êáé ôçí áðåéêüíéóç

φ0
e
2−1


: B2−2C × B1 −→ S2−1

(1  −1 ) 7−→ (1  −1

Ãs
1−

−1P
=1

||2
!
exp(2

√−1(+2+1)
 ) 0  0)

Åí óõíå·åßá, èåùñþíôáò ìéá óõíå·Þ áðåéêüíéóç

−1 : B
2−2
C × B1 −→ B2−2C × B1

ìå ôçí éäéüôçôá −1(1 −1 ) = (1  −1 1) üôáí |1|2 + · · ·+ |−1|2 = 1
Ý·ïõìå ðñïöáíþò −1(B

2−2
C × B1) = (B2−2C × B1) ïðüôå õðÜñ·åé

φe2−1
: B2−2C × B1 −→ S2−1

ìå φ0
e2−1

= φe2−1
◦ −1 êáé (B2−2C × B1)◦

φ
e
2−1
−→ e2−1 ÌÝóù ôùí áíùôÝñù ·á-

ñáêôçñéóôéêþí óõíáñôÞóåùí φe2−2
φe2−1

ç S2−1 êáèßóôáôáé CW-·þñïò. Óç-

ìåéùôÝïí üôé

e2−1 = e2−2 ∪ e2−2+1 

Êáôüðéí åöáñìïãÞò ôÞò  äéáðéóôþíïõìå üôé ôá e2−2 (êáé áíôéóôïß·ùò, ôá

e2−1 ) ôáõôßæïíôáé ìåôáîý ôïõò ãéá êÜèå  ∈ {0 1   − 1} Ùò åê ôïýôïõ, ï
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L2−1(; 1  ) åßíáé CW-·þñïò Ý·ùí áêñéâþò Ýíá êýôôáñï óå êÜèå äéÜóôáóç

≤ 2− 1 Þôïé
L2−1(; 1  ) = (e00) ∪ (e10) ∪ · · · ∪ (e2−10 )

(ìå ôéò  :=  ◦ φe0   ∈ {0 1  2− 1} ùò ·áñáêôçñéóôéêÝò áðåéêïíßóåéò.)
(vii) Ïé (óõíåêôéêÝò, óõìðáãåßò) åðéöÜíåéåò F  ≥ 1, åßíáé CW-·þñïé. Èá ·ñç-

óéìïðïéÞóïõìå ôïí ïñéóìü ?? ãéá ôçí F ðáñïõóéÜæïíôÜò ôçí ùò ôïí ðçëéêü·ùñï
E4R êáèþò êáé ü,ôé áðïäåßîáìå óôï èåþñçìá 1.16.8. ¸óôù  : E4 −→ F ç

öõóéêÞ åðßññéøç êáé Ýóôù

 := 12
−1
1 −12 2−12−12−1

−1
2 : S

1 −→ S11 ∨ · · · ∨ S12

ç áðåéêüíéóç ç ïñéóèåßóá óôï ðñïáíáöåñèÝí èåþñçìá. Ôüôå ç áðåéêüíéóç  ôïý

ìåôáèåôéêïý äéáãñÜììáôïò101:

S1
 //

ª

S11 ∨ · · · ∨ S12

E4

≈

OO

|E4
// (E4)



OO

ìå ((x)) := ( x
||x||) ∀x ∈ E4 åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò. ¸ôóé, ôáõôßæïíôáò ôïE4

ìå ôïí B2 ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí F ùò åîÞò:
F ≈ (E4) ∪|E4 E4 (Bë. 1.16.1)

Ç F åðéäÝ·åôáé ôçí áêüëïõèç êõôôáñéêÞ äéÜóðáóç:

I ¸íá 0-êýôôáñï: (1)(= (2) = · · · = (4))

I 2 1-êýôôáñá:

(
(4−34−2)r (4−3)

(4−24−1)r (4−2) 1 ≤  ≤ 

I ¸íá 2-êýôôáñï: F r (E4) (= (
◦
E 4))

(1.12)

Ç F êáèßóôáôáé CW-·þñïò ìÝóù ôùí áêïëïýèùí ·áñáêôçñéóôéêþí áðåéêïíß-

óåùí:

I φ(1) = ç óõíÞèçò Ýíèåóç

I φ ãéá ôï (4−34−2)r (4−3):
φ : [−1 1] −→ F  7−→ φ() := ( 12(1− )4−3 + 1

2(1 + )4−2)
I φ ãéá ôï (4−24−1)r (4−2):
φ : [−1 1] −→ F  7−→ φ() := ( 12(1− )4−2 + 1

2(1 + )4−1)
I φFr(E4) := 

(1.13)

101Ôï ðñþôï êáôáêüñõöï âÝëïò óõìâïëßæåé ôïí ïìïéïìïñöéóìü E4 3 x 7−→ x
||x|| ∈ S1
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(viii) Káô' áíáëïãßáí, ïé (óõíåêôéêÝò, óõìðáãåßò) åðéöÜíåéåò N  ≥ 1 åßíáé CW-

·þñïé. Ãéá  = 1 N1 := P2R (ðïõ åßíáé CW-·þñïò åðß ôç âÜóåé ôïý (v)). ¸óôù

 ≥ 2 Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ïñéóìü ?? ãéá ôçí N ðáñïõóéÜæïíôÜò ôçí ùò

ôïí ðçëéêü·ùñï E2S êáèþò êáé ôï èåþñçìá 1.16.8. ¸óôù  : E2 −→ N ç

öõóéêÞ åðßññéøç êáé Ýóôù

 := 21
2
2

2
 : S

1 −→ S11 ∨ · · · ∨ S1

ç áðåéêüíéóç ç ïñéóèåßóá óôï ðñïáíáöåñèÝí èåþñçìá. Ôüôå ç áðåéêüíéóç ôïý

ìåôáèåôéêïý äéáãñÜììáôïò102:

S1
 //

ª

S11 ∨ · · · ∨ S1

E2

≈
OO

|E2
// (E2)



OO

ìå ((x)) := ( x
||x|| ) ∀x ∈ E2, åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò. ¸ôóé, ôáõôßæïíôáò ôïE2

ìå ôïí B2 ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçíN ùò åîÞò:

N ≈ (E2) ∪|E2 E2 (Bë. 1.16.1)

ÇN åðéäÝ·åôáé ôçí áêüëïõèç êõôôáñéêÞ äéÜóðáóç:

I ¸íá 0-êýôôáñï: (1)(= (2) = · · · = (2))

I  1-êýôôáñá: (2−12)r (2−1) 1 ≤  ≤ 

I ¸íá 2-êýôôáñï: N r (E2)(= (
◦
E 2))

(1.14)

Ç N êáèßóôáôáé CW-·þñïò ìÝóù ôùí áêïëïýèùí ·áñáêôçñéóôéêþí áðåéêïíß-

óåùí:

I φ(1) = ç óõíÞèçò Ýíèåóç

I φ ãéá ôï (2−12)r (2−1):
φ : [−1 1] −→ N  7−→ φ() := (12(1− )2−1 + 1

2(1 + )2)

I φr(E2) := 

(1.15)

(ix) ÕðÜñ·ïõí åõñåßåò êëÜóåéò ôïðïëïãéêþí ðïëõðôõãìÜôùí ôá ïðïßá åßíáé CW-

·þñïé ìÝ·ñéò ïìïôïðéêÞò éóïäõíáìßáò. Âë. èåþñçìá 1.20.8.

1.20.7 Ïñéóìüò. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò ïíïìÜæåôáé äéá·ùñßóéìïò üôáí äéáèÝôåé

Ýíá áñéèìÞóéìï ðõêíü õðïóýíïëï.

102Ôï ðñþôï êáôáêüñõöï âÝëïò óõìâïëßæåé ôïí ïìïéïìïñöéóìü E2 3 x 7−→ x
||x|| ∈ S1
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1.20.8 Èåþñçìá. (O. Hanner [45], 1951) ÊÜèå äéá·ùñßóéìïò ôïðéêÜ åõêëåßäåéïò
ôïðïëïãéêüò ·þñïò 103 åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìïò ìå êÜðïéïí CW-·þñï.

Áðïäåéîç. Âë., ð.·.104, [67], Corollary 57 óåë. 135 ¤

1.20.9 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò CW-·þñïò ìå ôï ðïëý áñéèìçóßìïõ ðëÞèïõò êýô-
ôáñá. ÅÜí ï  åßíáé ôïðéêÜ åõêëåßäåéïò, ôüôå ï  áðïôåëåß Ýíá ôïðïëïãéêü ðïëý-
ðôõãìá.

Áðïäåéîç Âë. Lee [63], Proposition 523 óåë. 142 (ôÞò 2çò åêäüóåùò). ¤

1.20.10 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò CW-·þñïò ï ïðïßïò ôõã·Üíåé íá åßíáé ôáõôï·ñü-
íùò êáé -äéÜóôáôï ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìá. Ôüôå ï åßíáé -äéÜóôáôïò (õðü ôçí
Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 1.20.4) êáé ùò CW-·þñïò.

Áðïäåéîç. Âë. Lee [63], Proposition 524 óåë. 142-143 (ôÞò 2çò åêäüóåùò). ¤

1.20.11 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò CW-·þñïò êáé Ýóôù  Ýíáò õðü·ùñüò ôïõ, ï

ïðïßïò ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç êõôôÜñùí ôïý  Ï  ïíïìÜæåôáé CW-õðü·ùñïò ôïý

 (êáé ôï () CW-æåýãïò) üôáí éó·ýåé ìßá (êáé, êáô' åðÝêôáóç, êáé ïé ôñåéò) åê

ôùí êÜôùèé éóïäõíÜìùí óõíèçêþí:

(i) O  ìå ôá åíôüò áõôïý áíÞêïíôá êýôôáñá ôïý  áðïôåëåß áö' åáõôïý Ýíáí

CW-·þñï.

(ii) O  åßíáé êëåéóôüò õðü·ùñïò ôïý

(iii) Ãéá êÜèå êýôôáñï e ⊆  Ý·ïõìå e ⊆ 

1.20.12 Óçìåßùóç. (i) ÔïìÝò êáé åíþóåéò CW-õðï·þñùí åíüò CW-·þñïõ áðïôå-

ëïýí CW-õðü·ùñïõò (ëüãù ôùí 1.20.11 (ii) êáé (iii), áíôéóôïß·ùò).

(ii) Ïé óêåëåôïß CW-·þñùí åßíáé CW-õðü·ùñïé áõôþí ëüãù ôïý 1.20.11 (iii) êáé

ôÞò ðñïôÜóåùò 1.20.3. Ãåíéêüôåñá, åÜí ç (e )∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá -êõôôÜñùí

áíçêüíôùí óå Ýíáí CW-·þñï  , ôüôå ç Ýíùóç (−1) ∪ S∈ e

 áðïôåëåß Ýíáí

CW-õðü·ùñï ôïý. Ãéá ôïí ßäéï ëüãï, ïé óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ïéïõäÞðïôå CW-

·þñïõ åßíáé CW-õðü·ùñïé áõôïý êáé ï ãñÜöåôáé ùò ôï ôïðïëïãéêü Üèñïéóìá

ôùí óõíåêôéêþí óõíéóôùóþí ôïõ (ìå êáèåìéÜ åî áõôþí íá åßíáé ôï óõìðëÞñùìá

ôùí õðïëïßðùí áíïéêôþí). Åí ðñïêåéìÝíù, êÜèå óõíåêôéêÞ óõéóôþóá ôïý åßíáé

äñïìïóõíåêôéêÞ ôïõ óõíéóôþóá, êáé áíôéóôñüöùò!

Ìéá åðéðñüóèåôç äéáöïñÜ ìåôáîý ôùí CW-·þñùí êáé ôùí (ôïðïëïãéêþí) ðïëõÝ-

äñùí Ýãêåéôáé óôï üôé ïé CW-·þñïé åßíáé äõíáôüí íá äéáèÝôïõí áðåßñïõ ðëÞèïõò

103ÅðåéäÞ êÜèå äéá·ùñßóéìïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò åßíáé êáé 2ïò áñéèìÞóéìïò, ìåôáîý áõôþí óõìðåñéëáìâÜíïíôáé êáé

ôá ôïðïëïãéêÜ ðïëõðôýãìáôá.
104Ðñâë., åðßóçò, [36], Corollary 524 óåë. 228
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êýôôáñá. Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ïé óõíèÞêåò (C) êáé (W) ôïý 1.20.4 åßíáé áðï-

öáóéóôéêÞò óçìáóßáò ãéá ôç äïìÞ ôùí èåùñïõìÝíùí ·þñùí. Êáô' áñ·Üò, ôá äéá-

èÝóéìá êýôôáñá äåí ìðïñïýí íá «óõóóùñåýïíôáé», üðùò äåß·íåé ç áêüëïõèç:

1.20.13 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò CW-·þñïò êáé Ýóôù  ⊆  Ýíáò õðü·ùñüò ôïõ,
ç ôïìÞ ôïý ïðïßïõ ìå êáèÝíá ôùí êõôôÜñùí ôïý  áðïôåëåßôáé ôï ðïëý áðü Ýíá
óçìåßï. Ôüôå ï  åßíáé äéáêñéôüò õðü·ùñïò ôïý .

Áðoäåéîç. Ãéá êÜèå ⊆ êáé ãéá êÜèå êýôôáñï e ⊆  ç ôïìÞ∩e åßíáé åßôå êåíÞ
åßôå Ýíá ìïíïóýíïëï. Ëüãù ôÞò óõíèÞêçò 1.20.4 (C) ç ôïìÞ  ∩ e áðáñôßæåôáé ôï
ðïëý áðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óçìåßá, ïðüôå åßíáé êëåéóôÞ åíôüò ôïý e. ¸ôóé,

ëüãù ôÞò óõíèÞêçò 1.20.4 (W), ôï  åßíáé êëåéóôü åíôüò ôïý . ÅðåéäÞ, ëïéðüí,

êÜèå õðïóýíïëï ôïý  åßíáé êëåéóôü åíôüò ôïý  , ï  åßíáé äéáêñéôüò õðü·ùñïò

ôïý ¤

1.20.14 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¼ëïé ïé ìçäåíïäéÜóôáôïé CW-·þñïé åßíáé äéáêñéôïß.

(ii) Ôï ·áâáíÝæéêï óêïõëáñßêé

ÇÅ :=
S
∈N

{( ) ∈ R2 | (− 1
)
2 + 2 = 1

2 }

ðïõ ïñßóèçêå óôï åäÜöéï 1.10.11 (iii) (c) åðéäÝ·åôáé êõôôáñéêÞ äéÜóðáóç (ìå Ýíá 0-

êýôôáñï êáé Üðåéñá-áñéèìÞóéìá 1-êýôôáñá), áëëÜ äåí åßíáé CW-·þñïò, êáèüôé ôá

1-êýôôáñÜ ôïõ óõóóùñåýïíôáé ðëçóßïí ôïý 0-äéÜóôáôïõ êõôôÜñïõ ôïõ, êÜôé ðïõ

ðáñáâéÜæåé ôç óõíèÞêç 1.20.11 (W).

(iii) Ç ðñáãìáôéêÞ åõèåßá R äéáóðþìåíç óå êýôôáñá, êáé óõãêåêñéìÝíá óôïõò

áêåñáßïõò áñéèìïýò (0-êýôôáñá) êáé óôá ìåôáîý áõôþí åõñéóêüìåíá (áíïéêôÜ)

äéáóôÞìáôá (1-êýôôáñá), åßíáé Ýíáò CW-·þñïò. (Ç óõíèÞêç 1.20.4 (W) ðëçñïý-

ôáé âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.15.3.) Êáô' åðÝêôáóç, ï åõêëåßäåéïò ·þñïò R åßíáé

CW-·þñïò Ý·ùí ùò êýôôáñÜ ôïõ ôá êáñôåóéáíÜ ãéíüìåíá ôùí ùò Üíù 0- êáé 1-

êõôôÜñùí. (Ðñâë. 1.20.25 (v).)

1.20.15 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò CW-·þñïò. Ôüôå êÜèå óõìðáãÝò  ⊆  ðåñéÝ-
·åôáé óå Ýíáí ðåðåñáóìÝíï CW-õðü·ùñï ôïý  ÉäéáéôÝñùò, Ýíáò CW-·þñïò åßíáé
óõìðáãÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí äéáèÝôåé ìéá êõôôáñéêÞ äéÜóðáóç áðïôåëïýìåíç áðü
ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò êýôôáñá.

Áðoäåéîç. Áðü êÜèå êýôôáñï e ⊆  , ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé e ∩  6= ∅, åðéëÝãïõìå
Ýíá óçìåßï ôïý e ∩ . ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.20.13 ôï óýíïëï áõôþí ôùí óçìåßùí

åßíáé äéáêñéôü êáé, êáô' åðÝêôáóç, ðåðåñáóìÝíï (áöïý áíÞêåé óôï ). ¢ñá ôï 

äéáèÝôåé ìç êåíÞ ôïìÞ ìå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò êýôôáñá ôïý . ÅðåéäÞ êÜèå

êýôôáñï áíÞêåé óå Ýíáí ðåðåñáóìÝíï CW-õðü·ùñï ôïý  (üðùò êáíåßò ìðïñåß

åýêïëá íá áðïäåßîåé êÜíïíôáò ·ñÞóç åðáãùãÞò åðß ôÞò äéáóôÜóåùò ôïý êõôôÜñïõ

ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.20.3 êáé ôÞò óõíèÞêçò 1.20.4 (C)), ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôï

 ¤



134 õðïìíçóåéò áðï ôçí ôïðïëïãéá

1.20.16 Ðñüôáóç. (i) ÊÜèå CW-·þñïò  åßíáé åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí áóèåíÞ ôïðï-
ëïãßá ùò ðñïò ôïõò óêåëåôïýò {() | ≥ 0} äçëáäÞ = lim

→∞()

(ii) ¸óôù () Ýíá CW-æåýãïò. ÅÜí õðïôåèåß üôé ãéá êÜèå -êýôôáñï åíôüò ôïý
r Ý·åé åðéëå·èåß ìéá ðáãéùìÝíç áðåéêüíéóç  : S−1 −→ (−1) ( ∈  üðïõ
 ôï óýíïëï äåéêôþí), ôüôå ç Ýíùóç  ∪ () äçìéïõñãåßôáé áðü ôï  ∪ (−1)

ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç -êõôôÜñùí ìÝóù áõôþí ôùí áðåéêïíßóåùí.

Áðoäåéîç. To (i) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôç óõíèÞêç 1.20.4 (W).

(ii) ÅÜí (e)∈ åßíáé ç óõëëïãÞ -êõôôÜñùí ôùí áíçêüíôùí óôïr êáéφ ìéá

·áñáêôçñéóôéêÞ áðåéêüíéóç ôïý e ìå φ |S−1 =   ôüôå èåùñïýìå ôéò áêüëïõèåò

áðåéêïíßóåéò:

 : S−1 ×  −→  ∪(−1) ( ) := ()

φ : B ×  −→  ∪() φ( ) := φ()

 : ( ∪(−1)) + (B × ) −→ ( ∪(−1) ∪ (B × ) =: 

(öõóéêÞ åðßññéøç) êáé

 := (id∪(−1) + φ) ◦ −1 :  −→  ∪()

Åí ðñïêåéìÝíù, ôï  åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ôç äéáêñéôÞ ôïðïëïãßá êáé ç  åßíáé

ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç. Åðßóçò, ç  åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç êáé óõíå·Þò (âë. ðñü-

ôáóç 1.10.15) êáé ðñïäÞëùò áìöéññéðôéêÞ. ¸óôù e ⊆  ∪() Ýíá êýôôáñï. ÅÜí

e ⊂ (−1), ôüôå ç −1|e åßíáé ç ôáõôïôéêÞ. ÅÜí e = e , ôüôå ç −1|e =  ◦ φ−1
åßíáé óõíå·Þò, äéüôé ç φ åßíáé ôáõôéóìéêÞ. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç −1|e åßíáé óõíå·Þò
ãéá êÜèå êýôôáñï e Áðü ôç óõíèÞêç 1.20.4 (W) Ýðåôáé ç óõíÝ·åéá ôÞò −1 Ùò åê

ôïýôïõ, ç  åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò. ¤

Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá  = ∅ ç áíùôÝñù ðñüôáóç ìáò äåß·íåé üôé

êÜèå CW-·þñïò ëáìâÜíåôáé ùò åîÞò: Êáíåßò åêêéíåß áðü ôïí(0) (Ýíáí äéáêñéôü

·þñï), êáôáóêåõÜæåé ôïí(1) åî áõôïý ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç 1-êõôôÜñùí, ôïí

(2) åî áõôïý ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç 2-êõôôÜñùí ê.ï.ê. Ï  åßíáé ôï üñéï ôÞò

áêïëïõèßáò

(0) ⊆ (1) ⊆ (2) ⊆ · · · ⊆ () ⊆ (+1) ⊆ · · ·
Êáé áíôéóôñüöùò° ìéá ôÝôïéïõ åßäïõò êáôáóêåõÞ ðáñÝ·åé Ýíáí CW-·þñï:

1.20.17 Ðñüôáóç. ¸óôù (0) ⊆ (1) ⊆ (2) ⊆ · · · ìéá áýîïõóá áêïëïõèßá
ôïðïëïãéêþí ·þñùí, ïýôùò þóôå ï (0) íá åßíáé äéáêñéôüò êáé ï () íá äç-
ìéïõñãåßôáé áðü ôïí (−1) ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç -êõôôÜñùí ( ≥ 1) Ôüôå
ï  := lim

→∞() (ìå ôá 0-êýôôáñá áðü ôïí (0) êáé ôá -êýôôáñá áðü ôïí

() r(−1)) åßíáé Ýíáò CW-·þñïò.
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Áðoäåéîç. Ï åßíáé ·þñïòHausdorff. (Õðüäåéîç : Ãéá   ∈  ìå  6=  õðÜñ·åé

 ≥ 0 êáé áíïéêôÜ õðïóýíïëá  ôïý
(), ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé:  ∈   ∈ 

êáé  ∩  = ∅. Ôï  ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï +1
ôïý (+1) ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç óå êÜèå ( + 1)-êýôôáñï e ìå  ∩ e 6= ∅
ôùí óçìåéþí ôÞò ìïñöÞò φe()

1
2   ≤ 1, ìå φe() ∈  ∩ e (üðïõ φe ç

·áñáêôçñéóôéêÞ áðåéêüíéóç ôïý e). Êáô' áíáëïãßáí, êáôáóêåõÜæåé êáíåßò ôï+1.

Êáôüðéí åðáíáëÞøåùò áõôÞò ôÞò äéáäéêáóßáò ðñïêýðôïõí áíïéêôÜ õðïóýíïëá

 =  ∪ +1 ∪   =  ∪ +1 ∪  ôïý ìå  ∩  = ∅.)

Ðñïöáíþò, ï äéáèÝôåé êõôôáñéêÞ äéÜóðáóç êáé êÜèå êýôôáñï ìéá ·áñáêôç-

ñéóôéêÞ áðåéêüíéóç (Þôïé ôïí ðåñéïñéóìü ôÞò ôáõôéóìéêÞò áðåéêïíßóåùò êáôÜ ôçí

ðñïóÜñôçóç ôùí êõôôÜñùí). ÊÜíïíôáò ·ñÞóç åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí  áðïäåé-

êíýåôáé åýêïëá üôé êÜèå () åßíáé Ýíáò CW-·þñïò. ÔÝëïò, ïé óõíèÞêåò 1.20.11

(C) êáé (W) ðëçñïýíôáé êáé ãéá ôïí êáèüôé ï åßíáé åî õðïèÝóåùò åöïäéáóìÝ-

íïò ìå ôçí áóèåíÞ ôïðïëïãßá ùò ðñïò ôï {() | ≥ 0} ¤

1.20.18 Ðáñáäåßãìáôá. (i)Ïé áðåéñïäéÜóôáôïé ðñïâïëéêïß ·þñïé P∞K (üðïõ, üðùò

óôï åäÜöéï 1.15.6 (iii), K ∈ {RC}) åßíáé CW-·þñïé. ÌÜëéóôá, ëáìâÜíïíôáò õð'

üøéí ôá 1.16.4 êáé 1.21.5 (v), óõìðåñáßíïõìå üôé áõôïß ìðïñïýí íá ãñáöïýí õðü

ôç ìïñöÞ:

P∞R = e0 ∪ e1 ∪ e2 ∪ · · ·
P∞C = e0 ∪ e2 ∪ e4 ∪ · · ·

(ii) ÂÜóåé ôÞò êõôôáñéêÞò äéáóðÜóåùò 1.20.6 (iv) (â) ôÞò ìïíáäéáßáò óöáßñáò S

óõìðåñáßíïõìå üôé êáé ç S∞ = lim→∞ S åßíáé CW-·þñïò.

(iii) Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ìå ôïõò áðåéñïäéÜóôáôïõò ãåíéêåõìÝíïõò ·þñïõò öáêïý
L∞(; 1 2 ), âë. 1.15.6 (iv). ÌÜëéóôá, êáôÜ ôo 1.20.6 (vi), áõôïß ãñÜöïíôáé ùò

åîÞò:

L∞(; 1 2 ) = e0 ∪ e1 ∪ e2 ∪ · · ·

(ìå ôéò áíôßóôïé·åò φe).

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé  åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé,  Ýíáò êëåéóôüò

õðü·ùñïò ôïý  êáé  :  −→  ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç, üðïõ ôï () åßíáé

Ýíá CW-æåýãïò êáé  Ýíáò CW-·þñïò. Èá ìåëåôÞóïõìå ôï êáôÜ ðüóïí ï  ∪ 
åßíáé CW-·þñïò. Ç ìüíç äõóêïëßá ãéá íá óõìâáßíåé áõôü êáèßóôáôáé óáöÞò ìÝóù

ôïý áêïëïýèïõ ðáñáäåßãìáôïò: Ðñïóáñôþíôáò óôçí S2 Ýíá 2-êýôôáñï ìÝóù ìéáò

åðéññéðôéêÞò, óõíå·ïýò áðåéêïíßóåùò  : S1 −→ S2 ï ·þñïò S2 ∪ e2 åðéäÝ·åôáé

êõôôáñéêÞ äéÜóðáóç áëëÜ (áó·Ýôùò ìå ôï ðþò äéáóðÜôáé ç S2) ôï e2 äåí áíÞêåé
óôïí 1-óêåëåôü. Ùò åê ôïýôïõ, âëÝðïõìå üôé õðÜñ·åé ç áíÜãêç åéóáãùãÞò ìéáò

åðéðñüóèåôçò óõíèÞêçò ãéá ôéò áðåéêïíßóåéò ðñïóáñôÞóåùò.
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1.20.19 Ïñéóìüò. Ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→  ìåôáîý CW-·þñùí êá-

ëåßôáé êõôôáñéêÞ áðåéêüíéóç üôáí (()) ⊆  () ãéá êÜèå  ∈ N0

1.20.20 ÐáñáôÞñçóç. ÅÜí ç  :  −→  åßíáé ìéá ìïíïðëåêôéêÞ áðåéêüíéóç (âë.

åä. 1.19.26), ôüôå ç || : || −→ || åßíáé êõôôáñéêÞ. Ùóôüóï, ôïýôï ôï ðáñÜ-

äåéãìá åßíáé ðïëý åéäéêü. Åí ãÝíåé, ïé êõôôáñéêÝò áðåéêïíßóåéò äåí áðåéêïíßæïõí

êáô' áíÜãêçí êýôôáñá óå êýôôáñá.

1.20.21 Óçìåßùóç. Ç êáôçãïñßá TopCW ôùí CW-·þñùí (ìå ôéò êõôôáñéêÝò áðåé-
êïíßóåéò ùò ìïñöéóìïýò ôçò) åßíáé ìéá õðïêáôçãïñßá ôÞò êáôçãïñßáò Top êáé ç

êáôçãïñßá Top
[2]
CW ôùí CW-æåõãþí 1.20.11 (ìå ôéò êõôôáñéêÝò áðåéêïíßóåéò CW-

æåõãþí  : () −→ () Þôïé ìå êõôôáñéêÝò áðåéêïíßóåéò  :  −→  üðïõ

() ⊆  ùò ìïñöéóìïýò ôçò) åßíáé ìéá õðïêáôçãïñßá ôÞò êáôçãïñßáò Top[2]

1.20.22 Èåþñçìá. ¸óôù  ⊇ 
−→  ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç, üðïõ ôï ()

åßíáé Ýíá CW-æåýãïò êáé  Ýíáò CW-·þñïò. ÅÜí ç  åßíáé êõôôáñéêÞ áðåéêüíéóç
êáé ç  :  +  −→  ∪  ç ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç, ôüôå ï  ∪  åßíáé CW-
·þñïò ìå ôï {(e) | eêýôôáñï ⊆  r} ∪ {e0 | e0 êýôôáñï ⊆  } ùò ôï óýíïëï ôùí
êõôôÜñùí ôïõ. ÅðéðñïóèÝôùò, ï  åßíáé Ýíáò CW-õðü·ùñïò ôïý  ∪ 

Áðoäåéîç. ÅðåéäÞ ç  åßíáé êõôôáñéêÞ, ïñßæåôáé ç  :=  |() : () −→  ()

êáèþò êáé ï ·þñïò  :=  () ∪ () ∀ ∈ N0 Êáíåßò äåß·íåé åýêïëá ôá áêü-

ëïõèá:

(i) = (()+ ()) ⊆  ∪ êáé ç ðçëéêïôïðïëïãßá êáé ç ó·åôéêÞ ôïðïëïãßá

åðß ôïý  ôáõôßæïíôáé. (Bë. 1.10.2 (iv).)

(ii) Ç ðçëéêïôïðïëïãßá åðß ôïý  ∪  åßíáé ç áóèåíÞò ôïðïëïãßá ùò ðñïò ôï

{ | ≥ 0} (åðß ôç âÜóåé ôïý (i) êáé ôïý 1.20.16 (i)).

(iii) Ï  äçìéïõñãåßôáé áðü ôïí −1 ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç -êõôôÜñùí (åðß

ôç âÜóåé ôïý (i) êáé ôïý 1.20.16 (ii)). ÅðåéäÞ ï 0 åßíáé äéáêñéôüò ôïðïëïãéêüò

·þñïò, áñêåß íá åöáñìïóèåß ç ðñüôáóç 1.20.17. ¤

1.20.23 Ðüñéóìá. ÅÜí ôï () åßíáé CW-æåýãïò ìå  6= ∅ ôüôå ï  åßíáé CW-
·þñïò ìå ôï {()}∪ {(e) | eêýôôáñï ⊆  r} ùò ôï óýíïëï ôùí êõôôÜñùí ôïõ,
üðïõ  :  −→  ç ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç (êáé () Ýíá 0-êýôôáñï).

Áðoäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 1.20.22 êáé ôo 1.10.14 (i). ¤

1.20.24 Ðüñéóìá. ÊÜèå ìïíïóçìåéáêÞ Ýíùóç ïóùíäÞðïôå CW-·þñùí (äïìïýìåíç
ìå ôç âïÞèåéá 0-êõôôÜñùí) åßíáé CW-·þñïò.

Áðoäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 1.20.22 êáé ôï 1.10.11 (iii). ¤
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1.20.25 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé  åßíáé CW-·þñïé, ôüôå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíü ôïõò
× åðéäÝ·åôáé ôï X = {e× e0 | eêýôôáñï ⊆  e0 êýôôáñï ôïý  } ùò êõôôáñéêÞ
äéÜóðáóÞ ôïõ, ãéá ôçí ïðïßá éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ( ×  )() = ((0) ×  ()) ∪ ((1) ×  (−1)) ∪  ∪ (() ×  (0))

(ii) e× e0 = e× e0 (e× e0) = (e)× e0 ∪ e× (e0) ∀e× e0 ∈ X
(iii) Ôá êýôôáñá ôïý X ðëçñïýí ôç óõíèÞêç 1.20.4 (C)

(iv) ÅÜí ôï e× e åßíáé Ýíá êýôôáñï ôïý êáé ôï e0 = e0 Ýíá êýôôáñï ôïý  ìå ôéò
φeφe0 ùò ·áñáêôçñéóôéêÝò áðåéêïíßóåéò ôïõò, ôüôå ç

(φe × φe0) ◦  : B+ −→  × 

åßíáé ·áñáêôçñéóôéêÞ áðåéêüíéóç ãéá ôï e × e0 ∈ X üðïõ  : B+ ≈−→ B × B
ïéïóäÞðïôå ïìïéïìïñöéóìüò.

(v) ÅÜí åßôå ï åßôå ï  åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò, ôüôå ï (×X) åßíáé CW-·þñïò.

Áðoäåéîç. Ôá (i)-(iv) åßíáé Üìåóá äéáðéóôþóéìá. ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé ãéá
ïéïõóäÞðïôå ôïðïëïãéêïýò  0  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ:

 :  −→ 0 ôáõôéóìéêÞ
 ôïðéêÜ óõìðáãÞò

¾
⇒  × id :  ×  −→ 0 ×  (ôáõôéóìéêÞ) (1.16)

áðïäåéêíýïõìå åýêïëá êáé ôï (v). ¤

1.20.26 Óçìåßùóç. Áîßæåé íá åðéóçìáíèåß üôé ç êáôçãïñßáTopCW ôùíCW-·þñùí

äåí åßíáé ðñïóèåôéêÞ. ÅÜí  åßíáé äõï CW-·þñïé, ôüôå åßíáé äõíáôüí íá åöï-

äéáóèåß ôï êáñôåóéáíü ôïõò ãéíüìåíï ìå ôç äïìÞ åíüò CW-·þñïõ, ·ùñßò ùóôüóï ï

ðñïêýðôùí ôïðïëïãéêüò ·þñïò íá åßíáé êáô' áíÜãêçí ïìïéïìïñöéêüò ôïý ·þñïõ
ãéíïìÝíïõ (üðùò, ð.·., óõìâáßíåé üôáí Ýíáò åê ôùí  åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò Þ

üôáí áìöüôåñïé ïé äéáèÝôïõí ôï ðïëý áñéèìçóßìïõ ðëÞèïõò êýôôáñá). Ãéá ôï

êëáóéêü áíôéðáñÜäåéãìá ôïý Dowker (1953) âë. Hatcher [46], óåë. 524-525 êáé

Fritsch & Piccinini [36], §22 Example 2 óåë. 59-60

1.20.27 Èåþñçìá. ÊÜèå CW-·þñïò åßíáé ôïðéêÜ äñïìïóõíåêôéêüò (âë. åä. 1.9.29).

Áðoäåéîç. Âë., ð.·., Rotman [103], Theorem 8.25, óåë. 207-208. ¤

1.20.28 Ðüñéóìá. ¸íáò CW-·þñïò åßíáé óõíåêôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé äñïìï-
óõíåêôéêüò.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé áðü ôï èåþñçìá 1.20.27 êáé ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.30. ¤

¸óôù (X) Ýíáò CW-·þñïò. Áò óõìâïëßóïõìå ùò

ΞX :=
S
e∈X
(Bdim(e) × {e}) = P

e∈X
Bdim(e)
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ôï ôïðïëïãéêü Üèñïéóìá ôÞò ïéêïãåíåßáò (Bdim(e))e∈X êáé ùò Φ : ΞX −→  ôçí

áðåéêüíéóç: Φ(x e) := φe(x), üðïõ φe : B
dim(e) −→  ç ·áñáêôçñéóôéêÞ áðåéêü-

íéóç ïéïõäÞðïôå e ∈ X Ëüãù ôïý ïñéóìïý ôÞò ôïðïëïãßáò åðß ôïý  ç Φ åßíáé

ôáõôéóìéêÞ. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý åðïìÝíïõ èåùñÞìáôïò èá ·ñåéáóèïýìå êÜðïéïõò

åðéðñüóèåôïõò óõìâïëéóìïýò: Ãéá êÜèå  ∈ N0 èÝôïõìå
Ξ
()
X :=

[
e∈()

Bdim(e) × {e}

êáé

Ξ0()X := Ξ
(−1)
X ∪

[
e∈Xdim(e)=

(Bdim(e) r {0})× {e}

Ôüôå ðñïöáíþò Φ(Ξ
()
X ) = () êáé

Φ(Ξ0()X ) = (−1) ∪ S
e∈Xdim(e)=

(er {φe(0)})

= () r {φe(0) | e ∈ Xêáé dim(e) = }

1.20.29 Èåþñçìá. ¸óôù (X) Ýíáò CW-·þñïò  ∈ N êáé ãéá êÜèå e ∈ X Ýóôù
e := φe(0) Ôüôå ï (− 1)-äéÜóôáôïò óêåëåôüò(−1) áðïôåëåß ìéá éó·õñÞ ðáñá-
ìïñöùôéêÞ óýìðôõîç ôïý  () üðïõ

 () := () r {e | e ∈ Xêáé dim(e) = }
Áðoäåéîç. Ï ·þñïò Ξ

(−)
X ∪ Se∈Xdim(e)= S−1 × {e} áðïôåëåß ìéá éó·õñÞ ðá-

ñáìïñöùôéêÞ óýìðôõîç ôïý Ξ0()X  (Âë. ïñéóìü 1.17.26.) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôçí

ýðáñîç ôÞò ïìïôïðßáò e : Ξ0()X × I −→ Ξ0()X ìå

e((x e) ) := ( (x e) üôáí dim(e) ≤ − 1
((1− )x+  x

||x||  e) üôáí dim(e) = 

Ïñßæïõìå ôçí  :  () × I −→  () ìÝóù ôïý ôýðïõ: ( ) := (Φ ◦ e)((x e) )
ãéá êÜðïéï æåýãïò (x e) ∈ Ξ0()X ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé Φ(x e) = 

• Ç åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç. ÐñÜãìáôé° åÜí (1 e1) (2 e2) ∈ Φ−1() ôüôå åîåôÜ-
æïõìå äýï ðåñéðôþóåéò: ÅÜí  ∈ (−1), ôüôå åßôå dim(e)   åßôå dim(e) =  êáé

 ∈ S−1  = 1 2 Åî áõôïý Ýðåôáé üôé e((  e) ) = (  e) ∀ ∈ {1 2} ÅÜí
 ∈  () r(−1) ôüôå dim(e1) = dim(e2) =  êáé  ∈ e1 ∩ e2 ÅðåéäÞ ôá êýôôáñá

åíôüò ôïý X åßíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò, Ý·ïõìå e1 = e2 êáé 1 = 2

• Ëüãù ôïý ïñéóìïý ôÞò ôï äéÜãñáììá

Ξ0()X × I
©Φ0×idI

²²

e // Ξ0()X

Φ0

²²
 () × I


//  ()
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åßíáé ìåôáèåôéêü, üðïõ Φ0 := Φ|
Ξ0()X

 Ëüãù ôïý (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.20.16 ç áðåé-

êüíéóçΦ|
Ξ
()
X

: Ξ
()
X −→ () åßíáé ôáõôéóìéêÞ. ÅðåéäÞ ôï Ξ0()X åßíáé áíïéêôü åíôüò

ôïý Ξ
()
X êáé Ξ0()X = (Φ|

Ξ
()
X

)−1(Φ|
Ξ
()
X

(Ξ0()X ) áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé ç ßäéá ç Φ0

åßíáé ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç. ÌÝóù ôÞò óõíåðáãùãÞò (1.16) äéáðéóôþíïõìå üôé

êáé ç Φ0× idI åßíáé ôáõôéóìéêÞ. ¢ñá ìÝóù ôïý áíùôÝñïõ ìåôáèåôéêïý äéáãñÜììá-

ôïò óõìðåñáßíïõìå ôç óõíÝ·åéá ôÞò  áðü ôç óõíÝ·åéá ôÞò e (Bë. 1.10.7 (iii).)

• Ðñïöáíþò, èÝôïíôáò  := (· ) Ý·ïõìå 0 = id ()  1 : 
() −→ (−1)

ìéá áðåéêüíéóç óõìðôýîåùò êáé |(−1) = id(−1)  ∀ ∈ I ¢ñá ï (−1) åßíáé
üíôùò ìéá éó·õñÞ ðáñáìïñöùôéêÞ óýìðôõîç ôïý  (). ¤




