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1. Blèpoume ìti to tuqìn di�nusma tou kerL e�nai th
 morf 
 (x1;�x1; x3; x3) mex1; x3 2 R, dhlad  kerL = f(x1;�x1; x3; x3) j x1; x3 2 Rg. Isqurizìmaste ìtikerL = h(1;�1; 0; 0); (0; 0; 1; 1)i. Pragmatik�,(x1;�x1; x3; x3) = x1(1;�1; 0; 0) + x3(0; 0; 1; 1)opìte k�je di�nusma tou kerL an kei ston h(1;�1; 0; 0); (0; 0; 1; 1)i. Ant�strofa,k�je grammikì
 sunduasmì
 twn (1;�1; 0; 0); (0; 0; 1; 1) e�nai th
 morf 
x(1;�1; 0; 0) + y(0; 0; 1; 1) = (x;�x; y; y); x; y 2 Rkai an kei ston kerL. To sÔnolo f(1;�1; 0; 0); (0; 0; 1; 1)g e�nai grammik� anex�r-thto, �ra e�nai ��sh tou kerL. 'Ara dimkerL = 2. Gnwr�zoume ìtidimR4 = dimkerL+ dim imL;opìte dim imL = 2. Ep�sh
 imL � R2 �ra imL = R2 .2. DouleÔonta
 ìpw
 sthn prohgoÔmenh �skhsh, �lèpoume ìti V = h(1;�1; 0; 1); (0; 0; 1; 0)i.Ta dianÔsmata v1 = (1;�1; 0; 1); v2 = (0; 0; 1; 0) e�nai grammik� anex�rthta. Jaepekte�noume to sÔnolo fv1; v2g se mia ��sh tou R4 . Ja qrhsimopoi soume toJe¸rhma Antikat�stash
. Xekin�me me thn kanonik  ��sh tou R4 , fe1; e2; e3; e4g.Gr�foume v1 = e1 � e2 + e4 =) e4 = �e1 + e2 + v1:'Ara he1; e2; e3; e4i = he1; e2; e3; v1i. Suneq�zoume,v2 = e3;�ra he1; e2; e3; v1i = he1; e2; v1; v2i. 'Ara telik� to sÔnolo fe1; e2; v1; v2g e�nai ��shtou R4 . Isqurizìmaste ìti o q¸ro
W = he1; e2i1



e�nai èna
 dianusmatikì
 q¸ro
 me th 
htoÔmenh idiìthta.Pragmatik�, an (x1; x2; x3; x4) 2 V \W tìte up�rqoun a; b; 
; d 2 R tètoioi ¸ste(x1; x2; x3; x4) = ae1 + be2 = 
v1 + dv2 =)(a; b; 0; 0) = (
;�
; d; 
) =)a = b = 
 = d = 0:Dhlad  V \W = f0g. Ep�sh
 gnwr�zoume ìti V �W � R4 (to eswterikì eujÔ�jroisma upìqwrwn e�nai upìqwro
). Ep�sh
 R4 � V �W , afoÔ k�je di�nusmatou R4 gr�fetai w
 grammikì
 sunduasmì
 twn e1; e2; v1; v2.3. (a') 'Estw a 2 C kai p(x); q(x) 2 P3. TìteL(ap(x) + q(x)) = (x+ 1)(ap(x) + q(x))0 + (ap(x) + q(x))= (x+ 1)ap0(x) + (x+ 1)q0(x) + ap(x) + q(x)= a((x+ 1)p0(x) + p(x)) + ((x+ 1)q0(x) + q(x))= aL(p(x)) + L(q(x)):(�') 'Estw h ��sh B = f1; x; x2g tou P3. 'Eqoume,L(1) = (x+ 1)10 + 1 = 1L(x) = (x+ 1)x0 + x = 1 + 2xL(x2) = (x+ 1)(x2)0 + x2 = 2x+ 3x2�ra o p�naka
 th
 L w
 pro
 th ��sh B e�nai oA = 0� 1 1 00 2 20 0 3 1A :To qarakthristikì polu¸numo tou A e�nai top(t) = det(A� tI) = (3� t)(2� t)(1� t):'Ara oi idiotimè
 tou A kai �ra th
 L e�nai oi 1; 2; 3.4. (a') 'Estw v; u 2 W? kai a 2 C . Tìte gia opoiod pote w 2 W èqoumehav + u; wi = ahv; wi+ hu; wi = 0:'Ara av + u 2 W?. 2



(�') 'Estw fw1; : : : ; wmg mia ��sh tou W . Thn epekte�noume se mia ��sh touV , èstw thn fw1; : : : ; wm; v1; : : : ; vn�mg. Me th mèjodo orjokanonikopo�h-sh
 metatrèpoume thn fw1; : : : ; wm; v1; : : : ; vn�mg se orjo-kanonik  ��sh, èstw thn fe1; : : : ; em; em+1; : : : ; eng. H mèjodo
 ma
 egku�-tai ìti he1; : : : ; emi = hw1; : : : ; wmi kai �usik� he1; : : : ; em; em+1; : : : ; eni =hw1; : : : ; wm; v1; : : : ; vn�mi. Tìte W = hw1; : : : ; wmi = he1; : : : ; emi. 'EstwW 0 = hem+1; : : : ; eni. E�nai �anerì ìti V = W �W 0. Mènei na de�xoume ìtiW? = W 0.'Estw v 2 W?. Gr�foume to w w
 pro
 thn orjokanonik  ��sh,v = nXi=1 aiei; a1; : : : ; an 2 C :Tìte hv; wi = 0 gia k�je w 2 W , �ra hv; eki = 0 gia k = 1; : : : ; m.0 = hv; eki = h nXi=1 aiei; eki = nXi=1 aihei; eki = ak:'Ara v =Pni=m+1 aiei 2 W 0.'Estw v 2 W 0. Tìte up�rqoun am+1; : : : an 2 C tètoioi ¸ste v =Pni=m+1 aiei.Ja de�xoume ìti hv; wi = 0 gia k�je w 2 W . 'Estw w =Pmj=1 ajej 2 W . Tìtehv; wi = h nXi=m+1 aiei; mXj=1 ajeji = nXi=m+1 mXj=1 aiajhei; eji = 0:'Ara v 2 W?.
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