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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 
 
 
 
 
 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
 

 
Στην Ευρώπη, από τον καιρό του Ναπολέοντα (και αργότερα και 

στην Αµερική) τα µαθηµατικά της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης 
παρέµεναν προσηλωµένα στο τρίπτυχο:  

 
• Στοιχειώδης Αριθµητική και Άλγεβρα.  
• Ευκλείδεια Γεωµετρία.  
• Τριγωνοµετρία.  

        
Μόνο µετά το δεύτερο µισό του Εικοστού αιώνα, οι αλµατώδεις 

εξελίξεις των Θετικών επιστηµών καθώς και η εκτόξευση του Sputnik 
από τους Σοβιετικούς, οδήγησαν στην εισαγωγή των, όπως επικράτησε 
να λέγονται, «Νέων, ή Μοντέρνων, Μαθηµατικών», στα σχολεία των 
αναπτυγµένων δυτικών χωρών.  

 
Η  εισαγωγή αυτή ξεκίνησε από τις Η.Π.Α. την δεκαετία του 1950 

και επεκτάθηκε αµέσως µετά και στην Ευρώπη. Την διαδικασία που 
γέννησε τα «Νέα Μαθηµατικά» καθώς και την λογική που συνόδευε 
αυτές τις αλλαγές, µπορεί να βρει κανείς π.χ. στα [19], [28], [37], όπως 
και σε πληθώρα άλλων άρθρων στα περιοδικά Μαθηµατική Επιθεώρηση 



 - 2 -

και Ευκλείδης Γ’ της Ε.Μ.Ε., όπου και εκτενώς παρουσιάζονται οι 
κριτικές, που αυτά έχουν δεχθεί κατά καιρούς.  

 
Σε γενικές γραµµές, τα Νέα αυτά  Μαθηµατικά διατήρησαν από την 

παραδοσιακή ύλη το θεωρητικό µέρος της Τριγωνοµετρίας, το οποίο και 
ενοποίησαν µε τη βασική Αριθµητική και Άλγεβρα, αφαίρεσαν, ή 
τουλάχιστον υποβάθµισαν, την Ευκλείδεια Γεωµετρία και πρόσθεσαν 
µεταξύ άλλων:  

 
• Στοιχεία από τη Θεωρία Συνόλων και τη Λογική.  
• Στοιχεία Αλγεβρικών ∆οµών.  
• Στοιχεία Γραµµικής Άλγεβρας.  
• Αναλυτική Γεωµετρία και  
• Μαθηµατικό Λογισµό (Στοιχειώδη Ανάλυση). 

        
Οι προσδοκίες από την εισαγωγή των Νέων Μαθηµατικών ήταν 

πολλές. Ενώ στα «Παλαιά Μαθηµατικά» δινόταν έµφαση περισσότερο 
στην «αλγοριθµική» διαδικασία, δηλαδή να µπορεί ο µαθητής να κάνει 
πράξεις µε γράµµατα και αριθµούς χρησιµοποιώντας σωστά τους 
«κανόνες», στα Νέα Μαθηµατικά το κέντρο βάρους µετατοπίστηκε στους 
ίδιους τους «κανόνες», δηλαδή να καταλάβει ο µαθητής γιατί πρέπει να 
ενεργήσει µε τον ένα ή τον άλλο τρόπο, να µάθει ακόµη και τα θεµέλια της 
«δοµής» µέσα στην οποία δουλεύει και µε αυστηρές διατυπώσεις, ακριβή 
γλώσσα (δηλαδή συµβολισµό) και πλήρεις αποδεικτικές διαδικασίες να 
οικοδοµήσει το σύνολο της ύλης, που προέβλεπαν τα νέα αναλυτικά 
προγράµµατα. Αναµενόταν έτσι να κατανοήσουν οι µαθητές τουλάχιστον 
ένα µεγάλο µέρος από τις νέες γνώσεις, να µάθουν να σκέπτονται µε 
σύστηµα και οργάνωση και να αποκτήσουν περισσότερη ωριµότητα στην 
µαθηµατική τους σκέψη, οπότε να είναι και πιο έτοιµοι για τις σπουδές 
τους στο Πανεπιστήµιο και πολλά άλλα.  

 
       Οι προσδοκίες αυτές, όπως διαπιστώθηκε δυστυχώς πολύ γρήγορα,  
φαίνεται ότι δεν επαληθεύτηκαν. Τα Νέα Μαθηµατικά δεν επέφεραν 
βέβαια καταστροφικά αποτελέσµατα στον µαθητικό πληθυσµό και ίσως να 
ωφέλησαν και µία µικρή µειοψηφία µαθητών, των προικισµένων µε 
µαθηµατικό ταλέντο, όµως οι στόχοι που τέθηκαν για την πλειοψηφία των 
µαθητών σαφέστατα δεν επετεύχθησαν. Η αυστηρή διατύπωση στα 
Σχολικά βιβλία, ο υπερβολικός συµβολισµός και φορµαλισµός, που συχνά 
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καταντούσαν να θεωρούνται σηµαντικότερα των ιδεών που έπρεπε να 
διδαχτούν, δηµιούργησαν πολλά προβλήµατα όχι µόνο στην πλειοψηφία 
των µαθητών, αλλά και την ίδια την εκπαιδευτική διαδικασία από 
διδακτική και παιδαγωγική σκοπιά.  
 
       Παρ’ όλα αυτά, και ενώ σε Ευρώπη και Αµερική οι µελέτες έδειχναν 
ότι τα πράγµατα δεν πήγαιναν όπως αναµενόταν, ενώ πλήθαιναν τα 
επικριτικά άρθρα, που µιλούσαν για τα προβλήµατα που δηµιουργήθηκαν 
από την υιοθέτηση των Νέων Μαθηµατικών (σε αντίθεση µε τα πολύ 
λιγότερα υποστηρικτικά άρθρα), στην Ελλάδα έχοµε την ολοκληρωτική 
είσοδό τους στα σχολεία µας, µε την εκπαιδευτική µεταρρύθµιση του 
1979-80.  
 

Εδώ πρέπει να εξηγήσουµε για λίγο το τι ακριβώς έγινε τότε. Η 
µεταρρύθµιση του 1979-80 ακολούθησε τις γενικές προδιαγραφές µιας 
σειράς εκπαιδευτικών µέτρων (µεταξύ των οποίων και η κατάργηση των 
τόνων), τα οποία περιελάµβαναν τόσο την αναµόρφωση της ύλης και των 
αναλυτικών προγραµµάτων όλων των µαθηµάτων για το Γυµνάσιο και το 
Λύκειο, όσο και την ιδιαίτερης σηµασίας, όπως θα δούµε και παρακάτω,  
αλλαγή του συστήµατος πρόσβασης στην  Τριτοβάθµια εκπαίδευση, των 
λεγοµένων και Εισαγωγικών Εξετάσεων.  

 
Το 1979, τα νέα αυτά αναλυτικά προγράµµατα είχαν ήδη εισαχθεί 

στο Γυµνάσιο και τώρα έπρεπε να εισαχθούν και στο Λύκειο. Πράγµατι, 
το 1979-80, η εισαγωγή τους άρχισε µε το νέο βιβλίο της Άλγεβρας Α’ 
Λυκείου (βλέπε [8]), αλλά ολοκληρώθηκε µε την έκδοση των νέων 
βιβλίων Β’ Λυκείου (βλέπε [10]) και Γ΄ Λυκείου το 1983, όπου εκτός του 
βιβλίου της Ανάλυσης (βλέπε [12]), έχουµε και τα βιβλία της Άλγεβρας 
(βλέπε [11]) και της Αναλυτικής Γεωµετρίας από τους ίδιους συγγραφείς. 
Στο ενδιάµεσο, 1980-81-82, η νέα ύλη διδασκόταν από τα παλαιά βιβλία, 
σε συνδυασµό µε κάποια άλλα, όπως π.χ. το [20] και η συνέχειά του 
(Τεύχος Β’, που εκδόθηκε το 1979), αλλά και βοηθήµατα, που δεν ήταν 
του ΟΕ∆Β, όπως τα «Στοιχεία Αναλυτικής Γεωµετρίας, Ίδρυµα 
Ευγενίδου, 1981» του Γ. Τσάγκα.  

 
Παρατηρούµε δηλαδή, ότι ουσιαστικά η περισσότερη νέα ύλη 

προστέθηκε όχι τόσο στην Ανάλυση, όπου ο υπερβολικός συµβολισµός 
και επιµέρους τµήµατα της νέας ύλης είχαν ήδη εισαχθεί νωρίτερα, όσο 
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στην Άλγεβρα (Γραµµική Άλγεβρα, Αλγεβρικές ∆οµές κ.λπ.), ενώ στην 
Γεωµετρία µπήκε η Αναλυτική Γεωµετρία, µε παράλληλη υποβάθµιση 
της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και της Τριγωνοµετρίας, όπως ακριβώς 
απαιτούσαν τα Νέα Μαθηµατικά.  

 
       Σχετικά µε την Ανάλυση, η οποία θα µας απασχολήσει αποκλειστικά 
από εδώ και πέρα, η µεγάλη διαφορά µε τα όσα διδασκόταν µέχρι τότε, 
συνίσταται όχι τόσο στην διαφοροποίηση της διδασκόµενης ύλης, αλλά 
στην παρουσίασή της, η οποία έπρεπε τώρα, σύµφωνα µε τις νέες 
απαιτήσεις, να γίνει αξιωµατικά και µε αυστηρές αποδεικτικές 
διαδικασίες, όπως θα δούµε και στην συνέχεια της εργασίας αυτής. Αυτό 
βέβαια, έπρεπε να γίνει από την αρχή, δηλαδή από την στιγµή που ο 
µαθητής µαθαίνει για το σύνολο των Πραγµατικών αριθµών κ.λπ., και 
έτσι προέκυψε το νέο βιβλίο της Α’ Λυκείου [8], για το οποίο θα έχουµε 
την ευκαιρία να µιλήσουµε εκτενώς στα επόµενα Κεφάλαια.  
 
       Θα περίµενε βέβαια κανείς ότι αφού ακολουθήσαµε µια εξέλιξη µε 
πάνω από δεκαπέντε χρόνια καθυστέρηση, να είχαµε τουλάχιστον 
αποφύγει µερικά βασικά λάθη, τα οποία είχαν  οδηγήσει σε αποτυχία τα 
Νέα Μαθηµατικά σε άλλες χώρες. Τέτοια λάθη ήταν π.χ. η έλλειψη 
σωστής προετοιµασίας και ευκαιριών για την συνεχή επιµόρφωση των 
εκπαιδευτικών της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης, ώστε να µπορούν να 
διδάξουν απρόσκοπτα τη νέα ύλη, το ένα και µοναδικό σχολικό 
εγχειρίδιο, η αποκοπή των Μαθηµατικών από τις άλλες επιστήµες (των 
οποίων τα προβλήµατα έδωσαν και δίδουν ώθηση στα Μαθηµατικά), η 
επιδίωξη να διδαχθούν τα «συγκεκριµένα» Μαθηµατικά (και όχι η 
Ευκλείδεια Γεωµετρία, πράγµα που θα ήταν πιο φυσιολογικό)  µε πλήρη 
αξιωµατική θεµελίωση και λεπτοµερή αποδεικτική διαδικασία, δηλαδή µε 
τη «λογική» τους σειρά και αποξενωµένα από την ιστορική τους εξέλιξη, 
ο άκρατος συµβολισµός και φορµαλισµός και πολλά άλλα.  
 

Φαίνεται όµως ότι η εµπειρία των άλλων χωρών δεν απετέλεσε 
αφετηρία των δικών µας πειραµατισµών. Επαναλήφθηκε έτσι και στην 
Ελλάδα το φαινόµενο να µάθουν πολλοί καθηγητές τα Νέα Μαθηµατικά, 
για πρώτη τους φορά, από το σχολικό εγχειρίδιο. Αρκετοί από αυτούς 
έπρεπε να αντιµετωπίσουν την δυσκολία να διδάξουν πράγµατα τα οποία 
και οι ίδιοι δεν γνώριζαν κατά βάθος. Άρθρα, όπως τα [27], [28], [37] και 
πάρα πολλά άλλα παρόµοια, που εµφανίστηκαν τότε στο περιοδικό της 
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Ε.Μ.Ε. «Μαθηµατική Επιθεώρηση», είναι ενδεικτικά του προβλήµατος 
που είχε δηµιουργηθεί. Μάλιστα, το 1983 η Ε.Μ.Ε., «µε στόχο την 
πολύπλευρη βοήθεια του καθηγητή της µέσης εκπαίδευσης, εγκαινιάζει» 
την έκδοση του νέου περιοδικού «Ευκλείδης Γ’», το οποίο για αρκετά 
χρόνια διέθετε και ειδική στήλη «µε σκοπό να απαντά σε ερωτήσεις και 
απορίες µαθηµατικού περιεχοµένου» των καθηγητών Μέσης εκπαίδευσης 
(π.χ. βλέπε [23] και [24]), παράλληλα µε την δηµοσίευση των άρθρων µε 
τις απόψεις, σκέψεις και ιδέες των ίδιων των καθηγητών (π.χ. βλέπε [13], 
[19], [26], [38] και [46]).  
  
       Κατά το ίδιο χρονικό διάστηµα (1980) έχουµε και την ιδιαίτερης 
σηµασίας, όπως είπαµε παραπάνω, αλλαγή του εξεταστικού συστήµατος 
πρόσβασης στην Τριτοβάθµια εκπαίδευση.  
 

Το τελευταίο, µέχρι το 1979, σύστηµα Εισαγωγικών Εξετάσεων, 
ήταν αυτό των λεγοµένων κύκλων σπουδών, όπως Πολυτεχνικός-
Φυσικοµαθηµατικός-Γεωπονοδασολογικός κύκλος, Οικονοµικός κύκλος 
και λοιποί κύκλοι. Τώρα, τα έτη 1980-81-82, έχουµε τις Πανελλήνιες 
εξετάσεις Β’ και Γ’ Λυκείου, που από το 1983, θα γίνουν Γενικές 
εξετάσεις ή ∆έσµες (1η, 2η, 3η και 4η ∆έσµη). Αν και οι ∆έσµες 
καταργήθηκαν µόνο πρόσφατα, µε την εκπαιδευτική µεταρρύθµιση του 
1998-99 και αντικαταστάθηκαν µε τις Πανελλαδικές εξετάσεις Β’ και Γ’ 
Λυκείου, ενδιάµεσα είχαµε µία ακόµα εκπαιδευτική µεταρρύθµιση το 
1989-90, όπως θα δούµε και παρακάτω.  
 
       Στο σηµείο αυτό, πρέπει να τονίσουµε ότι, στην εργασία αυτή δεν 
έχουµε σκοπό να ασχοληθούµε ιδιαίτερα, πέρα από κάποιες γενικές 
διαπιστώσεις, µε την κριτική των µεταρρυθµίσεων αυτών, ούτε µε την  
αξιολόγησή τους. Σε µερικά από τα άρθρα της βιβλιογραφίας µας και των 
περιοδικών, που ήδη έχουµε αναφέρει, µπορεί ο κάθε ενδιαφερόµενος να 
διαβάσει σκέψεις και απόψεις σχετικές µε τα θέµατα αυτά.  
 

Νοµίζουµε όµως ότι, η διόγκωση της ύλης, η δυσκολία των νέων 
εννοιών, η υποβάθµιση της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, όσο και της 
Τριγωνοµετρίας και της βασικής Άλγεβρας και όλοι οι άλλοι λόγοι, που 
συνήθως επιστρατεύονται για να δικαιολογήσουν το γιατί τα πράγµατα 
δεν πάνε καθόλου καλά και στην Ελλάδα µετά το 1980, αλλά αντίθετα 
χειροτερεύουν αντί να καλυτερεύουν, παρά τις δύο νεώτερες διορθωτικές 
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εκπαιδευτικές µεταρρυθµίσεις, δεν είναι ούτε η µοναδικές, ούτε η 
σηµαντικότερες αιτίες αυτού του φαινοµένου. Κατά την γνώµη µας, πολύ 
σηµαντικότερο ρόλο κατέχουν δύο άλλοι παράγοντες της Ελληνικής 
πραγµατικότητας. Ο ένας είναι οι κοινωνικές και οι πολιτικές αλλαγές 
των χρόνων αυτών, τις οποίες όµως δεν µπορούµε να σχολιάσουµε εδώ, 
αν και πιστεύουµε ότι όλοι έχουµε διαπιστώσει την όλο και µεγαλύτερη 
απαξίωση του ρόλου του εκπαιδευτικού και του Σχολείου, παρά τις κατά 
καιρούς αντίθετες διαβεβαιώσεις. Ο άλλος, που δεν είναι ανεξάρτητος 
του προηγουµένου, έχει να κάνει µε την αλλαγή του συστήµατος των 
Εισαγωγικών Εξετάσεων στην Τριτοβάθµια Εκπαίδευση το 1980, γι’ 
αυτό και την χαρακτηρίσαµε προηγουµένως ως «αλλαγή ιδιαίτερης 
σηµασίας».  

 
Μέχρι το 1979 δεν υπήρχε ουσιαστικά εξεταστέα ύλη  στις 

εξετάσεις αυτές. Ο υποψήφιος σπουδαστής έπρεπε πραγµατικά να ξέρει 
όλα όσα έµαθε σε όλη την διάρκεια της µαθητικής του ζωής και εάν 
µπορούσε (ή αν ήθελε κάποιες «καλές» σχολές) να µάθει και σχεδόν 
ο,τιδήποτε άλλο προσφερόταν τότε από την εξωσχολική βοήθεια. Για 
παράδειγµα υπήρχαν µεταφράσεις έγκυρων ξένων βιβλίων, αλλά και 
πληθώρα άλλων Ελληνικών σχολικών βιβλίων-βοηθηµάτων, µε ύλη και 
περιεχόµενα πολύ πέραν εκείνων, που ο µαθητής θα µπορούσε να µάθει 
από το σχολικό βιβλίο. Τότε δηλαδή, το εξωσχολικό βοήθηµα κρινόταν 
µε βάση πόσο «διαφορετικό» από το σχολικό βιβλίο ήταν, σε αντίθεση 
µε τα σηµερινά βοηθήµατα, που και πάλι υπάρχουν σε αφθονία, τα οποία 
όµως, αν δεν έχουν επαρκώς διαφηµίσει την «παράγραφο προς 
παράγραφο» ταύτισή τους µε το αντίστοιχο σχολικό βιβλίο, θεωρούνται 
άχρηστα.  

 
Το 1980, το πιο κρίσιµο και κοµβικό σηµείο του Εκπαιδευτικού µας 

µηχανισµού, δηλαδή το εξεταστικό σύστηµα για την πρόσβαση στην 
Τριτοβάθµια εκπαίδευση, αλλάζει πλήρως. Από εδώ και στο εξής η 
εξεταστέα ύλη είναι αυστηρά καθορισµένη και µόνο µέσα από το ένα και 
µοναδικό Σχολικό βιβλίο. Αν το βιβλίο αυτό έχει και κάποιες αβλεψίες ή 
ακόµη καµιά φορά και λάθη,  ο υποψήφιος πρέπει να τα αναπαράγει στις 
απαντήσεις του, αν θέλει να βαθµολογηθεί «αντικειµενικά». Επιπλέον, το 
νέο αυτό εξεταστικό σύστηµα, όχι µόνο δεν επηρεάστηκε από τις δύο 
επόµενες εκπαιδευτικές µεταρρυθµίσεις, αλλά αντίθετα «βελτιώθηκε» 
περαιτέρω, µε νέες αφαιρέσεις εξεταστέας ύλης, µέχρι ακόµα και του 
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τραγελαφικού σηµείου, να ζητείται π.χ. «από την παράγραφο τάδε να 
εξετάζονται µόνο οι ασκήσεις, αλλά όχι η θεωρία»!  

 
Φυσικά, το αναπόφευκτο αποτέλεσµα, ήταν και είναι η παπαγαλία 

και σιγά-σιγά η πνευµατική στείρωση, παρ’ όλο που η καταβαλλόµενη 
προσπάθεια των µαθητών, σε σύγκριση µε αυτήν των µαθητών της 
δεκαετίας του 1970 και προηγουµένως, θα έλεγε κανείς ότι όχι µόνο δεν 
µειώθηκε, αλλά µάλλον αυξήθηκε.  
 
       Ας επανέλθουµε όµως στους στόχους της εργασίας αυτής, οι οποίοι 
κάλλιστα θα µπορούσαν να περιοριστούν µόνο στην παρουσίαση και 
επεξεργασία των άρθρων, τα οποία αναφέρονται στα Κεφάλαια 4 και 5 
παρακάτω. Αυτός εξ’ άλλου ήταν και ο αρχικός σκοπός µας. Όµως, µετά 
από όσα είδαµε παραπάνω, θα ήταν µάλλον µεγάλη παράληψή µας να 
µην αναφερθούµε πρώτα στην αντίστοιχη, µε εκείνη των άρθρων αυτών, 
ύλη της Στοιχειώδους Ανάλυσης και να δούµε το πώς αυτή εντάχθηκε 
και  διαµορφώθηκε κατά τα τελευταία 35 περίπου χρόνια στην σχολική 
µας πραγµατικότητα. Έτσι ο αναγνώστης, πρώτον θα πληροφορηθεί για 
το τι ακριβώς περιλαµβάνεται στα διάφορα Σχολικά µας βιβλία καθώς 
και σε κάποια άλλα συγγράµµατα, σχετικά µε τα θέµατα που θα µας 
απασχολήσουν εδώ. ∆εύτερον, θα ενηµερωθεί πλήρως γι’ αυτά, τόσο από 
την παρουσίασή τους στα επόµενα δύο Κεφάλαια, όσο και από τα 
σχετικά αντίγραφα των Σχολικών βιβλίων, τα οποία παραθέτουµε στα 
Παραρτήµατα Α, Β και Γ, στο τέλος της εργασίας αυτής. Τέλος, θα έχει 
την ευκαιρία να διαµορφώσει την προσωπική του άποψη, σχετικά µε τις 
εκπαιδευτικές µεταρρυθµίσεις των χρόνων αυτών, παρακολουθώντας 
συγχρόνως και την ιστορική τους εξέλιξη. Επίσης, στην αρχή κάθε 
Κεφαλαίου, όπως και κάθε φορά που θα µας δίνεται η ευκαιρία, σε 
διάφορα άλλα µέρη της εργασίας αυτής, θα εξηγούµε τον σκοπό και τον 
στόχο των όσων παρουσιάζονται εκεί. Προς το παρόν ας δούµε µία 
συνοπτική παρουσίαση των όσων θα ακολουθήσουν.  
   
       Στα Κεφάλαια 2 και 3 της εργασίας αυτής, θα δούµε εκτενώς τις 
αλλαγές και τις τροποποιήσεις της διδακτέας ύλης στο Λύκειο, που 
προήλθαν από την κρίσιµη εκπαιδευτική µεταρρύθµιση του 1979-80 και 
αφορούσαν το πιο προχωρηµένο Μαθηµατικά µέρος της, την Ανάλυση. 
Βέβαια, οι αναφορές µας θα ανατρέχουν συγχρόνως, τόσο προς τα πίσω, 
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συγκρίνοντας µε ό,τι διδασκόταν µέχρι τότε, όσο και στις µετέπειτα 
εξελίξεις, µε τις δύο επόµενες εκπαιδευτικές µεταρρυθµίσεις.  
 

Με την µεταρρύθµιση του 1989-90, έχουµε µια νέα αναδιάρθρωση 
της διδακτέας ύλης, όπου πολλά στοιχεία της προηγούµενης περιόδου 
παραλείπονται ή αλλάζει ο τρόπος παρουσίασής τους, ταυτόχρονα µε µία 
σταδιακή υποχώρηση από την αυστηρή αξιωµατική θεµελίωση και πολλά 
άλλα.  
 

Η ολοκληρωτική υποχώρηση από την αξιωµατική θεµελίωση και 
την αυστηρή αποδεικτική διαδικασία θα έλθει τελικά µε την πιο 
πρόσφατη µεταρρύθµιση του 1998-99, η οποία συνοδεύεται και µε ένα 
ακόµη νέο στοιχείο, την όσο το δυνατόν µεγαλύτερη αύξηση του αριθµού 
των εισακτέων φοιτητών στην Τριτοβάθµια εκπαίδευση. ∆εν θα 
ασχοληθούµε εδώ µε το εάν υπήρχαν ή όχι οι υποδοµές και όλες οι άλλες 
απαραίτητες προϋποθέσεις για να πραγµατοποιηθεί αυτό το τελευταίο, 
αλλά από ότι ήδη φαίνεται, θα αποτελέσει και αυτό, στο πολύ άµεσο 
µέλλον, ένα ακόµη πρόβληµα µαζί µε τα τόσα αλλά προβλήµατα της 
Παιδείας µας.  

 
Στη συνέχεια, στο Κεφάλαιο 4, θα παρουσιάσουµε έξι εργασίες, οι 

οποίες δηµοσιεύθηκαν στις στήλες τις σχετικές µε τα θέµατα της 
διδασκαλίας των Μαθηµατικών (στήλες των Classroom Notes και  The 
Teaching of Mathematics), στο περιοδικό της Αµερικάνικης 
Μαθηµατικής Εταιρείας «The American Mathematical Monthly», κατά το 
χρονικό διάστηµα µεταξύ του 1957 έως το 1991.  

 
Οι πέντε πρώτες από αυτές, έχουν στόχο να ενοποιήσουν και να 

απλοποιήσουν ένα µεγάλο αριθµό αποδείξεων σηµαντικών  θεωρηµάτων 
της Ανάλυσης. Αυτό επιτυγχάνεται, σε κάθε µία από τις εργασίες αυτές, 
µε τη βοήθεια ενός, όπως θα το λέµε παρακάτω, Βασικού Λήµµατος, το 
οποίο αποδεικνύεται µε την βοήθεια κάποιου αξιώµατος της πληρότητας 
των Πραγµατικών αριθµών.  

 
Η έκτη και τελευταία εργασία αναφέρεται στην Παρατήρηση του 

Καραθεοδωρή (όπως έχει επικρατήσει να λέγεται αυτή στην Ελληνική 
βιβλιογραφία – βλέπε [31], σελ. 335 και [32], σελ. 79). Η παρατήρηση 
αυτή, η οποία δεν είναι τίποτε άλλο παρά ένας εναλλακτικός ορισµός της 
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παραγώγου, έχει επίσης πολλές και σπουδαίες εφαρµογές, όπως  θα 
δούµε στα Κεφάλαια 4 και 5 παρακάτω.  

 
Τέλος, στο Κεφάλαιο 5 παρατηρούµε κατ’ αρχήν ότι, σε κάθε µία 

από τις πέντε πρώτες εργασίες του Κεφαλαίου 4, αποδεικνύεται, µε την 
βοήθεια του Βασικού της Λήµµατος, κάποιο αξίωµα της πληρότητας των 
πραγµατικών αριθµών, συνήθως διαφορετικό από εκείνο που είχε 
χρησιµοποιηθεί για την απόδειξη του ίδιου του Λήµµατος. Έτσι έχουµε 
ουσιαστικά την ισοδυναµία καθενός από τα πέντε Βασικά Λήµµατα, µε 
τα αξιώµατα της πληρότητας των πραγµατικών αριθµών. Συνεπώς και τα 
ίδια τα πέντε Βασικά Λήµµατα είναι ισοδύναµα µεταξύ τους.  

 
Το γεγονός αυτό, µας οδήγησε να αναζητήσουµε µια απ’ ευθείας 

απόδειξη αυτής της ισοδυναµίας. Μια τέτοια απόδειξη, που να 
συµπεριλαµβάνει όλα τα Λήµµατα, δεν µπορέσαµε να βρούµε στην 
βιβλιογραφία, γι’ αυτό θα δώσουµε µία δική µας στο πρώτο µέρος του 
Κεφαλαίου αυτού.  

 
Στο δεύτερο και τελευταίο µέρος του Κεφαλαίου αυτού (και της 

εργασίας µας), θα δώσουµε και άλλες εφαρµογές των πέντε Βασικών 
Ληµµάτων και της Παρατήρησης του Καραθεοδωρή, πέραν εκείνων, που 
θα δούµε στο Κεφάλαιο 4.  

 
Σηµείωση: Για τους αναγνώστες, που δεν διαθέτουν τα διάφορα 

Σχολικά βιβλία, στα οποία παραπέµπουµε συχνά, παραθέτουµε συνήθως 
ορισµένα χαρακτηριστικά αποσπάσµατά τους.  

 
Ιδιαίτερα όµως, για τα Θεωρήµατα της Συνέχειας, των Παραγώγων 

και των Ολοκληρωµάτων, ο αναγνώστης θα βρει, στα Παραρτήµατα Α, Β 
και Γ, στο τέλος της εργασίας αυτής, αντίγραφα από τα τρία τελευταία 
Σχολικά βιβλία της Ανάλυσης, στα οποία θα αναφερόµαστε συχνά. Τα 
βιβλία αυτά είναι κατά χρονολογική σειρά τα [12], [21] και[6].  

 
Το Παράρτηµα Α περιλαµβάνει τα Θεωρήµατα της συνέχειας και 

από τα τρία αυτά βιβλία. Επειδή, όπως είπαµε, η σειρά που ακολουθούµε 
είναι η χρονολογική, τα αποσπάσµατα αυτά δείχνουν εύγλωττα την 
πορεία, που ακολούθησε το µάθηµα της Ανάλυσης στο Λύκειο, τα 
τελευταία χρόνια. Οι συγκρίσεις, µεταξύ των διαφόρων µερών της ύλης 
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που παραθέτουµε, είναι εύκολες, αρκεί να παρατηρήσει κανείς, σε τι 
διαφέρει κάθε φορά το ίδιο κοµµάτι της ύλης, από βιβλίο σε βιβλίο.  

 
Στα Παραρτήµατα Β και Γ, έχουµε κάνει την ίδια ακριβώς εργασία, 

αλλά για τα Θεωρήµατα που αφορούν την παράγωγο και το ολοκλήρωµα 
αντίστοιχα.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 
 
 

 
 

 
ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ – ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΕΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
ΜΙΑΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 

 
 
 

Στο Κεφάλαιο αυτό θα περιγράψουµε την ύλη εκείνη της 
στοιχειώδους Ανάλυσης, µε την οποία θα πρέπει να έχει εξοικειωθεί, όσο 
µπορεί καλύτερα, όποιος πρόκειται να ασχοληθεί µε τις έννοιες του 
ορίου, της συνέχειας, της παραγώγου κ.λπ. και µε τις συνέπειές τους. Η 
ύλη αυτή θα µπορούσε να ήταν αρκετά εκτεταµένη, αλλά εδώ θα 
δεχτούµε πολλά πράγµατα ως γνωστά (π.χ. τα περί συνόλων και άλλα, 
που θα δει ο αναγνώστης παρακάτω) και θα περιορισθούµε µόνο σε ότι 
αφορά το σύνολο των Πραγµατικών αριθµών και τις πραγµατικές 
συναρτήσεις πραγµατικής µεταβλητής. Ακόµη, δεν είναι σκοπός µας εδώ 
να υπεισέλθοµε στις λεπτοµέρειες της κατασκευής του συνόλου  των 
πραγµατικών αριθµών. Εκείνο που µας ενδιαφέρει περισσότερο είναι οι 
ιδιότητες των στοιχείων του, καθώς και η ορολογία που συνήθως 
χρησιµοποιείται και όχι το πώς κατασκευάζεται αυτό και το «τι είναι» τα 
στοιχεία του, δηλαδή «οι αριθµοί». Η διαδικασία αυτή είναι λίγο-πολύ 
γνωστή σε όλους µας. Τόσο στα Μαθηµατικά του Σχολείου, όσο και στα 
διάφορα Μαθήµατα Ανάλυσης, πάντοτε υπάρχει µια µικρή ή µεγάλη 
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εισαγωγή στους πραγµατικούς αριθµούς, θεωρώντας τους σαν δεδοµένα 
αντικείµενα που ικανοποιούν κάποια αξιώµατα. Από τα αξιώµατα αυτά, 
εξάγονται στη συνέχεια όλες οι άλλες τους ιδιότητες και ορίζονται και 
όλες οι έννοιες της Ανάλυσης, που θα µας απασχολήσουν παρακάτω.  

Παράλληλα µε την σύντοµη αυτή ανακεφαλαίωση της παραπάνω 
ύλης, θα αναφερόµαστε ταυτόχρονα και στα συγκεκριµένα εκείνα µέρη 
της, που παρουσιάζονται στα αντίστοιχα Σχολικά Βιβλία, σύµφωνα µε τα 
Αναλυτικά Προγράµµατα των Εκπαιδευτικών Μεταρρυθµίσεων, που 
έγιναν, τα τελευταία 35 περίπου χρόνια, στην χώρα µας. Βέβαια, όταν 
λέµε αντίστοιχα Σχολικά Βιβλία, εννοούµε τα βιβλία εκείνα τα οποία 
απευθυνόταν στους µαθητές της ΠΡΑΚΤΙΚΗΣ κατεύθυνσης, όπως αυτή 
λεγόταν αρχικά και µετά έγινε ΘΕΤΙΚΗ κατεύθυνση, µετά ΠΡΩΤΗ 
∆ΕΣΜΗ και τελευταία ΘΕΤΙΚΗ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗ κατεύθυνση.  
    
 
 

2.1. ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΤΩΝ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ  
 

2.1.1. Πράξεις και ∆ιάταξη στο σύνολο των Πραγµατικών  
 
Ο συντοµότερος τρόπος για να περιγράψει κανείς την Αλγεβρική 

∆οµή του συνόλου  των Πραγµατικών αριθµών είναι ο ακόλουθος: 
 
Το σύνολο των Πραγµατικών αριθµών είναι εφοδιασµένο µε δύο 

(εσωτερικές) πράξεις, +, ⋅ , και µια σχέση ολικής (ή γραµµικής) 
διάταξης, ≤ , ώστε το ( ) να είναι ένα ολικά διατεταγµένο σώµα.  + ⋅ ≤, , ,

 
Εδώ έχουµε να παρατηρήσουµε ότι:  
 
(1)       Το βιβλίο «ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ – Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ» του Β. 

Στάϊκου, στις πρώτες εκδόσεις του, παρουσίαζε το σύνολο 
 των Πραγµατικών αριθµών µε αυτόν τον τρόπο (βλέπε 

[44], σελ. 38). Στην συνέχεια και µέχρι τις αρχές της 
δεκαετίας του 80, οι επόµενες εκδόσεις του βιβλίου αυτού 
δεν περιλαµβάνουν αυτήν την αναφορά (βλέπε [45]). 
Ενδιάµεσα, το 1978, εισάγεται στην Β’ Λυκείου, ως ύλη 
επιλογής, το κεφάλαιο των Αλγεβρικών ∆οµών, όπου 
αναφέρεται και πάλι το  ως Σώµα (βλέπε [20], σελ. 66).  
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(2)       Τα Κεφάλαια 2 και 3, του βιβλίου, «ΑΛΓΕΒΡΑ – Α’ 
ΛΥΚΕΙΟΥ» (βλ. [8]), που ακολούθησε τα νέα αναλυτικά 
προγράµµατα των Μαθηµατικών το 1979-80, περιγράφουν 
επίσης το  µε αυτόν τον τρόπο. Το ίδιο επαναλαµβάνεται 
στο βιβλίο «ΑΝΑΛΥΣΗ – Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ» (βλέπε [12]), 
στο εισαγωγικό Κεφάλαιο 1 και επίσης αναφέρεται ως 
παράδειγµα σώµατος και στο [11], σελ. 82.  

(3)        Στην συνέχεια, κατά τις νεώτερες εκπαιδευτικές 
µεταρρυθµίσεις των ετών 1989-90 και 1998-99, κάθε 
αναφορά στο ότι το σύνολο των Πραγµατικών είναι 
διατεταγµένο σώµα απουσιάζει. Τώρα το κέντρο βάρους 
της διδασκαλίας έχει πλήρως µετατοπιστεί από την 
αυστηρή αξιωµατική θεµελίωση και την πλήρη αποδεικτική 
διαδικασία, στο να εµπεδώσουν οι µαθητές τις  ιδιότητες 
των πράξεων και της διάταξης και στη σωστή χρήση τους.  
Οι αποδείξεις των περισσοτέρων ιδιοτήτων (π.χ. κανόνας 
προσήµων του πολλαπλασιασµού, νόµοι διαγραφής, κ.λπ.) 
έχουν παραλειφθεί (βλέπε [2] και [4]). Επίσης, από εδώ και 
στο εξής θα καταβληθεί µια συστηµατική προσπάθεια ώστε 
τα Σχολικά Μαθηµατικά όλων των τάξεων να απαλλαγούν 
από τον φορµαλισµό και τον άκρατο συµβολισµό, που τα 
χαρακτήριζε µέχρι τότε. 

 
Ας µείνουµε όµως για λίγο, µια και θα µας απασχολήσει πολλές 

φορές και στην συνέχεια, στην µεταρρύθµιση του 1979-80 στο Λύκειο, η 
οποία, όπως είδαµε και στο Κεφάλαιο 1, ήταν επέκταση εκείνης που ήδη 
εφαρµοζόταν στο Γυµνάσιο. Οι ειδικότερες επιδιώξεις της διδασκαλίας 
των νέων Μαθηµατικών προγραµµάτων ήταν, όπως αναφέρεται στον 
πρόλογο του παραπάνω βιβλίου της Α’ Λυκείου (βλέπε [8]):  

 
«να εµπεδώσει και να διευρύνει σε θεωρητικότερο επίπεδο γνώσεις 

που απέκτησαν οι µαθητές στο Γυµνάσιο» και «να µυήσει και να 
εξοικειώσει το µαθητή στη διαδικασία της µαθηµατικής αποδείξεως και να 
του αναπτύξει µαθηµατική σκέψη».  

 
Οι επιδιώξεις αυτές οδήγησαν, µεταξύ άλλων, σε ένα εισαγωγικό 

κεφάλαιο (Κεφάλαιο 1 του [8]) µε στοιχεία από τη Μαθηµατική Λογική 
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και στην αξιωµατική θεµελίωση του συνόλου των Πραγµατικών 
αριθµών.  

Στο κεφάλαιο της Μαθηµατικής Λογικής γίνεται αναφορά και στις 
πράξεις των συνόλων, οι οποίες ορίζονται ως σύνολα αληθείας 
κατάλληλων προτασιακών τύπων. Επίσης υπάρχει και χωριστή 
παράγραφος για τις διάφορες «µεθόδους αποδείξεων», µεταξύ των 
οποίων είναι και η Μαθηµατική Επαγωγή. Βέβαια, οι συγγραφείς του 
βιβλίου, στον Πρόλογό τους, αναφέρουν για το κεφάλαιο αυτό ότι:  

 
«Πρόκειται για το θεωρητικό υπόβαθρο που χρειάζεται ο µαθητής για 

να συνθέτει, να αναλύει και να ελέγχει συλλογισµούς, δηλαδή να 
συνειδητοποιεί κάθε φορά το πώς συλλογίζεται. Στα επόµενα κεφάλαια 
συνεχώς δίνονται ευκαιρίες για αναφορά σε έννοιες και µεθόδους που 
περιέχονται στο Κεφ. 1. Η διδασκαλία, λοιπόν, αυτού του κεφαλαίου δεν 
αποτελεί αυτοσκοπό, αλλά πρέπει να ανταποκρίνεται στην ιδιοµορφία του. 
Αρκεί στην αρχή µια γενική, σύντοµη και πρακτική ενηµέρωση των 
µαθητών για το περιεχόµενό του, κυρίως µε τα παραδείγµατα και τις 
εφαρµογές του. Η πλήρης αφοµοίωση εννοιών και µεθόδων και η 
εξοικείωση µε το συµβολισµό θα γίνει βαθµιαία κατά τη διδασκαλία των 
εποµένων».  

 
Σύµφωνα λοιπόν µε το πνεύµα αυτό, είναι απορίας άξιον το γιατί το 

κεφάλαιο αυτό, ή κάτι ανάλογό του, δεν ξαναεµφανίστηκε σε κανένα 
άλλο βιβλίο Μαθηµατικών στις επόµενες µεταρρυθµίσεις. 

Στη συνέχεια, στα επόµενα δύο κεφάλαια του [8], παρουσιάζεται το 
σύνολο των Πραγµατικών αριθµών ως αντιµεταθετικό σώµα (Κεφ. 2) και 
κατόπιν ως διατεταγµένο σώµα (Κεφ. 3). Παρόλο που οι µαθητές ήδη 
χρησιµοποιούσαν από το Γυµνάσιο τις πράξεις και τις ιδιότητες των 
πραγµατικών αριθµών, εδώ ο στόχος που τίθεται είναι σαφής και 
µεγάλος. Με τον τρόπο αυτό επιδιώκεται να συνειδητοποιήσει ο µαθητής 
ότι µερικές µόνο από τις ιδιότητες των πραγµατικών που γνωρίζει, 
αρκούν για να αποδειχθούν οι υπόλοιπες. Επιλέγοντας λοιπόν αυτές τις 
ιδιότητες το Σχολικό βιβλίο, τις δέχεται ως αξιώµατα και µε αυστηρή 
αποδεικτική διαδικασία αποδεικνύει τις υπόλοιπες ιδιότητες των πράξεων 
και της διάταξης των Πραγµατικών αριθµών. Στα κεφάλαια αυτά 
ορίζονται και µελετώνται επίσης, οι δυνάµεις µε ακέραιο εκθέτη, οι 
πρωτοβάθµιες εξισώσεις και ανισώσεις και η απόλυτη τιµή πραγµατικού 
αριθµού µε τις ιδιότητές της.  
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∆έκα χρόνια µετά, η αξιωµατική θεµελίωση των Πραγµατικών 
αριθµών (στην ουσία ο ακρογωνιαίος λίθος της µεταρρύθµισης του 1979-
80) εξαφανίζεται από τα βιβλία της Α’ Λυκείου και κατ’ επέκταση απ’ 
όλο το Λύκειο, όπως αναφέραµε ήδη. Επίσης, είδαµε παραπάνω ότι στα 
νέα αυτά βιβλία έχει παραλειφθεί εξ ολοκλήρου και το Κεφάλαιο της 
Λογικής. Μόνο στο [2], αφιερώνεται µια παράγραφος στο σύµβολο της 
ισοδυναµίας (σελ. 12), αλλά και αυτή θα παραλειφθεί στην επόµενη 
αλλαγή (βλέπε [4]).  

 
 
2.1.2. Φυσικοί, Ακέραιοι, Ρητοί και Άρρητοι αριθµοί
 

      Όταν ορίζουµε το σύνολο των Πραγµατικών αριθµών ως ένα 
διατεταγµένο σώµα, τότε τα σύνολα των 
 
φυσικών αριθµών:   ={0, 1, 2, 3,…},    ={1, 2, 3,…}, *

ακεραίων αριθµών: ={0, ± 1, ± 2,…},  ={* ± 1, ± 2,…}  

ρητών: ={ m
n

: m ακέραιος, n µη µηδενικός φυσικός, Μ.Κ.∆.(m, n)=1}  

και των αρρήτων = \ , ορίζονται να είναι κάποια κατάλληλα 
υποσύνολά του. Συνήθως, 

⊂

 
ορίζουµε το σύνολο των φυσικών αριθµών να είναι η τοµή όλων των 
επαγωγικών υποσυνόλων του , δηλαδή, όλων εκείνων των 
υποσυνόλων Ε του  , που έχουν την ιδιότητα: 

                «0∈Ε και (εάν α∈Ε τότε και α+1∈Ε)» 
(π.χ. το ίδιο το , το σύνολο των µη αρνητικών πραγµατικών αριθµών 
κ.λπ.) και µετά τα  και  ορίζονται εύκολα. 
  
      Αν σκεφτούµε λίγο τον παραπάνω ορισµό, βλέπουµε ότι το σύνολο 
των Φυσικών αριθµών είναι το µικρότερο επαγωγικό υποσύνολο του , 
πράγµα που είναι ισοδύναµο µε την Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής,  
όπως αυτή διατυπώνεται στα [33] σελ. 32,  [34] σελ. 32, [35] σελ. 21, 
[21] σελ.11, [31] σελ. 12, αλλά και η «Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής»  
που αναφέρεται στα [5], σελ. 201 και [1], σελ. 137, είναι έµµεσα το ίδιο 
πράγµα.   
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      Στο σηµείο αυτό, πρέπει να τονίσουµε ότι παρουσιάζεται ένα σοβαρό 
κενό στα βιβλία εκείνα του Σχολείου, τα οποία περιγράφουν το σύνολο 
των Πραγµατικών αριθµών ως διατεταγµένο σώµα, αφού κανένα τους 
δεν ορίζει το σύνολο των Φυσικών αριθµών, απ’ όπου θα οριστούν µετά 
και όλα τα παραπάνω υποσύνολα του .     
   
     Σηµείωση: Ένας άλλος τρόπος να φθάσει κανείς στο , ξεκινά µε τον 
ορισµό του  είτε συνολοθεωρητικά ή µε τα αξιώµατα Peano (βλέπε 
[33] σελ. 31, [34] σελ. 31, [35] σελ. 20, αλλά όχι το [36]) και µετά 
προχωρεί στην κατασκευή των ,  και . Για όλα τα προηγούµενα ο 
αναγνώστης θα βρει πολλές λεπτοµέρειες στα [31], Τόµος Ι, σελ. 11, [39] 
σελ. 5 και Παράρτηµα, [40], σελ. 24 και [43], Κεφάλαιο 2. 
       
 
      2.1.3. Το Αξίωµα της Πληρότητας

 
Έως εδώ έχουµε δει ότι το ( , , ,+ ⋅ ≤ ) είναι ένα ολικά διατεταγµένο 

σώµα. Παρατηρούµε τώρα ότι και το ( , , ,+ ⋅ ≤) είναι επίσης ένα ολικά 
διατεταγµένο σώµα. Η ειδοποιός διαφορά των  και  θα φανεί 
παρακάτω µε ένα επιπλέον αξίωµα µε το οποίο θα εφοδιάσουµε το .  

 
Πριν φθάσουµε όµως σ’ αυτό και ακολουθώντας το [22], ας 

σταµατήσουµε λίγο στην επόµενη αρχή: 
 
Αρχή Ευδόξου–Αρχιµήδη: Το  δεν είναι άνω φραγµένο (ή 

ισοδύναµα:  x,y∈ , x>0, ∀ ∃n∈ : nx>y, ή ακόµα και =
1lim 0
n

, 

κ.λπ.).  
 
Η αρχή αυτή δεν χαρακτηρίζει βέβαια το , όµως έχει πολλές και 

σπουδαίες συνέπειες. Για παράδειγµα χωρίς καµιά δυσκολία και χωρίς 
πολύ σκέψη, θα έλεγε κανείς ότι ένα µη κενό πάνω φραγµένο υποσύνολο 
των ακεραίων αριθµών έχει µέγιστο στοιχείο. Αν προσπαθήσει όµως, να 
το αποδείξει αυτό χωρίς την παραπάνω αρχή, τότε θα εµφανιστούν οι 
πραγµατικές δυσκολίες. Φυσικά, θα σκεφθεί την «Αρχή της καλής 
διάταξης του », ή όπως λέµε διαφορετικά, «Αρχή του ελαχίστου 
φυσικού», που είναι ισοδύναµη µε την Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής 
και λέει ότι:  
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«Κάθε µη κενό υποσύνολο των Φυσικών έχει 
 ένα (ακριβώς) ελάχιστο στοιχείο»  

 
(στα Σχολικά βιβλία, υπάρχει µόνο στο [35], σελ. 25. Βλέπε επίσης [31], 
Τόµος  I,σελ. 13 και [43], σελ. 19-20). Αλλά αυτό δεν αρκεί, όπως µπορεί 
να διαπιστώσει, κάνοντας µία πρώτη προσπάθεια, ο αναγνώστης. 
Εξάλλου, αν ήταν έτσι τα πράγµατα, τότε, για κάθε πραγµατικό αριθµό, 
θα θέταµε  

[x]=max{ ∩ (-∞ , x]}  
 

και θα είχαµε ορίσει το ακέραιο µέρος ενός πραγµατικού αριθµού χωρίς 
την χρήση της αρχής Ευδόξου – Αρχιµήδη, βγάζοντας έτσι άχρηστα όλα 
τα έγκυρα σχετικά συγγράµµατα, καθώς και το σχολικό  βιβλίο της Α’ 
Λυκείου, το οποίο περιέχει λεπτοµερείς αποδείξεις των παραπάνω ([8], 
σελ. 121-123).  
 
       Άλλες συνέπειες της αρχής αυτής (πέρα από την ύπαρξη του 
ακέραιου µέρους πραγµατικού αριθµού) είναι:  
 

(1) Το  είναι πυκνό στο : ∆ηλαδή, για κάθε δύο πραγµατικούς 
αριθµούς α,β, µε α<β, υπάρχει ρητός ρ, ώστε α<ρ<β, ή, κάθε 
πραγµατικός αριθµός x είναι όριο ακολουθίας ρητών αριθµών (π.χ. 

x=
n

[nx]lim
n

). Σ’ αυτό το τελευταίο υπάρχει και έµεση αναφορά (µε τις 

δεκαδικές προσεγγίσεις ενός αριθµού–βλέπε και (2) παρακάτω) στα [3], 
σελ. 107, [5], σελ. 123, [21], σελ. 120, [12], σελ. 65 και [8], παράγραφος 
5.3 («Εφαρµογές του αξιώµατος του κιβωτισµού»–βλέπε παρακάτω Π6). 
Στο [31], Τόµος I, σελ. 34, η απόδειξη γίνεται µε χρήση της καλής 
διάταξης του  και της Αρχιµήδειας ιδιότητας του , όπως και στο 
[40], σελ. 12. 

 
(2) Έστω r≥ 2, ένας φυσικός αριθµός. Τότε, κάθε x, 0 x≤ 1, έχει 

ένα ανάπτυγµα ως προς τη βάση r. ∆ηλαδή, υπάρχει µια ακολουθία 
φυσικών αριθµών {α

≤

n}, 0 α≤ n≤ r-1, n=1,2,3,..., ώστε  
 

                     x = n
n

n 1 r

∞

=

α∑  := 0,α1α2…αn…<r>.  
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Το <r> δεν το βάζουµε στον παραπάνω συµβολισµό όταν r=10 
(δεκαδική παράσταση του x), ή όταν προηγούµενα έχουµε αναφέρει τη 
βάση του συστήµατος αρίθµησης που χρησιµοποιούµε. Υποδείξεις για 
την απόδειξη αυτού, βλέπε [31] σελ. 88, [39] σελ. 314, [40] σελ. 15. 

Χρησιµοποιώντας την δεκαδική παράσταση των πραγµατικών 
αριθµών µπορούµε να δείξουµε ότι:  

 
 = {x∈ : x είναι δεκαδικός περιοδικός αριθµός}. 

 
Μια υπόδειξη για την απόδειξη του παραπάνω, µπορεί κανείς να 

βρει στο [39],  σελ. 319. Βέβαια, σήµερα στο Λύκειο και σύµφωνα µε τα 
όσα έχει διδαχθεί ο µαθητής στο Γυµνάσιο, οι ρητοί διακρίνονται σε 
δεκαδικούς αριθµούς (δηλαδή, σε αυτούς που το δεκαδικό τους µέρος 
τερµατίζεται)  και σε περιοδικούς δεκαδικούς αριθµούς, χωρίς πολλές 
πολλές λεπτοµέρειες (βλέπε [2], σελίδα 9). Αντίθετα, παλαιότερα το θέµα 
αυτό αντιµετωπιζόταν µε κάθε λεπτοµέρεια από το Γυµνάσιο ([30], κεφ. 
ΙΙΙ, σελ. 43, [7] σελ. 105). 
 
     Ας επανέλθουµε τώρα στο τελευταίο αξίωµα του , το οποίο δεν θα 
αληθεύει εν γένει στο . Λέγοντας εν γένει στο , εννοούµε  ότι, αν στις 
παρακάτω προτάσεις, στην θέση του  βάλουµε το , τότε το 
συµπέρασµα κάθε µιάς από αυτές δεν ισχύει εν γένει, εφόσον δουλεύουµε 
µόνο µέσα στο . Θεωρούµε λοιπόν το  ως ένα ολικά διατεταγµένο 
σώµα, που έχει την Αρχιµήδεια ιδιότητα. Τότε, οποιαδήποτε από τις 
επόµενες προτάσεις µπορεί να πάρει την θέση του τελευταίου αξιώµατος 
και να χαρακτηρίσει πλήρως το . 
 

Π1. Κάθε µη κενό και πάνω φραγµένο υποσύνολο του  έχει             
supremum (ελάχιστο πάνω φράγµα). (βλέπε [12] σελ. 13, [21] 
σελ. 305, [31], Τόµος Ι, σελ. 27, [39] σελ. 5, [40] σελ. 12, [43] 
σελ. 107 και [27], σελ. 111).  

 
Π2.  Κάθε αύξουσα και πάνω φραγµένη ακολουθία του  συγκλίνει. 

(βλέπε [33] σελ. 169, [34] σελ. 169, [35] σελ. 84, [36] σελ. 40, 
[44] σελ. 81, [45] σελ. 57, [31], Τόµος I, σελ. 48, [39] σελ. 22, 
[40] σελ. 85, [43] σελ. 379 και [27], σελ. 111).  
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Π3. Κάθε φραγµένη ακολουθία του συνόλου  έχει συγκλίνουσα 
υπακολουθία, ή, κάθε µη πεπερασµένο (άπειρο) και φραγµένο 
υποσύνολο του  έχει τουλάχιστον ένα σηµείο συσσώρευσης 
(Bolzano – Weierstrass). (βλέπε [31], Τόµος I, σελ. 67, [39] 
σελ. 22, [40] σελ. 62 και 79, [43] σελ. 380 και [27], σελ. 111).  

 
Π4.  Κάθε ακολουθία Cauchy του  είναι συγκλίνουσα (ή, το  

σαν µετρικός χώρος είναι πλήρης). ([31], Τόµος I, σελ. 69-70, 
[39] σελ. 309, [40] σελ. 83, [43] σελ. 381 και [27], σελ. 111).  

 
Π5.  Κάθε φθίνουσα ακολουθία κλειστών διαστηµάτων του  έχει 

µη κενή τοµή (Cantor). ([31], Τόµος I, σελ. 49,  [27], σελ. 111).  
 
Π6.  Κάθε κιβωτισµένη ακολουθία κλειστών διαστηµάτων του ,      

έχει τοµή µονοσύνολο. (Αξίωµα Κιβωτισµού). ([8] σελ. 120, 
[12] σελ. 13, [31], Τόµος I, σελ. 49, [40] σελ. 82, [27], σελ. 111 
και [38], σελ. 77).  

 
Π7.  Κάθε κάλυψη ενός συµπαγούς υποσυνόλου του  µε ανοικτά 

σύνολα έχει µια πεπερασµένη υποκάλυψη (Borel–Lebesgue ή 
Heine–Borel) ([31], Τόµος Ι, σελ. 253, [40], σελ. 60). 

 
       Μερικά σχόλια σχετικά µε τις παραπάνω προτάσεις είναι τώρα 
απαραίτητα:  
 
       (1) Η Π1 είναι γνωστή ως Αξίωµα Πληρότητας ή συνέχειας του , 
αν και συνήθως χρησιµοποιούµε το ίδιο όνοµα και για τις Π2 έως Π7, ή 
όποια άλλη πρόταση µπορεί να τις αντικαταστήσει. Πολλές τέτοιες 
προτάσεις έχουν και άλλα ονόµατα (για τις παραπάνω, αυτά είναι 
γραµµένα εντός παρενθέσεων) αλλά πάντοτε λέµε ότι χαρακτηρίζουν την 
πληρότητα (ή συνέχεια) του .  
  
       (2) Είναι γνωστό (βλέπε απόδειξη στα [31], Τόµος I, σελ. 32, [39] 
σελ. 8, [40] σελ. 12, [43] σελ. 111,) ότι η Π1 συνεπάγεται την Αρχιµήδεια 
ιδιότητα του , ενώ εµείς την υποθέσαµε στα Αξιώµατα του . Αυτό 
έγινε διότι µερικές από τις παραπάνω προτάσεις δεν συνεπάγονται την 
ιδιότητα αυτή (π.χ. Π4, Π5). Περισσότερες λεπτοµέρειες µπορεί να βρει 
κανείς στο [27]. Η Π6 συνεπάγεται την ιδιότητα αυτή αν ορίσοµε 
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κατάλληλα τα κιβωτισµένα διαστήµατα (π.χ. βλέπε [8], σελ. 121, [24], 
σελ. 120-121), διαφορετικά όχι (π.χ. [12] σελ. 13, [23], σελ. 106-108). 
Συγκεκριµένα στο [8] έχουµε τον εξής ορισµό των κιβωτισµένων 
διαστηµάτων:  
 
«Τα κλειστά διαστήµατα της ακολουθίας [α0,β0],[α1,β1],…,[αν,βν],…, 
ονοµάζονται κιβωτισµένα, όταν έχουν τις ακόλουθες ιδιότητες: 

1. Για κάθε ν∈ , [α∗
ν,βν] [α⊆ ν-1,βν-1] 

2. Αν δοθεί ένας φυσικός αριθµός µ (οσοδήποτε µεγάλος), τότε υπάρχει 

διάστηµα της ακολουθίας µε πλάτος µικρότερο του 1
µ

. ∆ηλαδή, 

µ∈ , ∀ ∗ ∃ν∈ , βν-αν≤
1
µ

.» 

Όµως, στο [12] έχουµε τον εξής διαφορετικό ορισµό (η διαφορά 
εντοπίζεται στην ιδιότητα 2) των κιβωτισµένων διαστηµάτων: 
 
«Κιβωτισµένα διαστήµατα είναι κλειστά διαστήµατα [αν,βν] µε τα εξής 
χαρακτηριστικά: 

1. Για κάθε φυσικό αριθµό ν, [αν+1,βν+1]⊆ [αν,βν]  
2. Για κάθε ε>0 υπάρχει διάστηµα της ακολουθίας µε πλάτος 

µικρότερο από το ε.» 
 
       (3) Η Π1 εµφανίζεται στα Σχολικά βιβλία από την Α’ έκδοση του 
[12] το 1983. Στο [12], σελ. 13, διατυπώνεται ως εξής:  
 

« Για κάθε φραγµένο άνω (κάτω) υποσύνολο Ε του , το σύνολο 
των άνω (κάτω) φραγµάτων του έχει ελάχιστο (µέγιστο) στοιχείο. Αυτό 
το ελάχιστο άνω φράγµα s=supΕ (µέγιστο κάτω φράγµα t=infΕ) 
χαρακτηρίζεται από τις ιδιότητες: 
(i)  ∀x∈E, x s                      (≤ ∀x∈E, x t) ≥
(ii) ∀ε>0,  x∈E, x s-ε.      (∃ > ∀ε>0,∃ x∈E, x<t-ε).»  
 

Σηµειώνουµε ότι πουθενά στο [12] δεν αναφέρεται ο περιορισµός 
ότι το σύνολο Ε πρέπει να είναι µη κενό. Αντίθετα, στο [21], σελ. 305, τα 
supΕ και infΕ ορίζονται σωστά για µη κενό Ε, και αναφέρονται και ως 
ανώτερο και κατώτερο πέρας του Ε, αντίστοιχα. Μετά την τελευταία 
µεταρρύθµιση όµως, η ύλη αυτή δεν υπάρχει πλέον στα Σχολικά βιβλία, 
όπως έχουµε  ήδη αναφέρει.  
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 Τέλος, αν Α⊆  όχι πάνω φραγµένο, τότε συµφωνούµε να 
γράφουµε supA=+∞ . Όµοια, αν Α  όχι κάτω φραγµένο γράφουµε 
infA= - .   

⊆
∞

 
 
2.2. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  

 
Μετά την εισαγωγή του συνόλου των Πραγµατικών αριθµών, τόσο 

στο Σχολείο, όσο και στα διάφορα µαθήµατα στοιχειώδους Ανάλυσης, το 
επόµενο βήµα είναι να µιλήσει κανείς για τις συναρτήσεις (καµιά φορά 
µιλάµε και για αντιστοιχίες ή απεικονίσεις κ.λπ.). Η έννοια της 
συνάρτησης  προσεγγίστηκε κατά το παρελθόν από πολλές και διάφορες 
κατευθύνσεις και µέχρι το τέλος του 19ου αιώνα διευρύνθηκε και 
γενικεύτηκε αρκετές φορές, για να φτάσει στη µορφή που την ξέρουµε 
και την διδάσκουµε σήµερα, µόνο στις αρχές του προηγούµενου αιώνα. 
Μετά το 1990, στο Γυµνάσιο και το Λύκειο, ο µόνος ορισµός 
συνάρτησης που συναντάει κανείς, είναι ο πιο απλός και περισσότερο 
διαισθητικός, παρά Μαθηµατικά αυστηρός, ορισµός. Ο ορισµός αυτός 
µιας συνάρτησης f, µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α και τιµές σ’ ένα 
σύνολο Β, την περιγράφει ως µία διαδικασία, ένα κανόνα, που σε κάθε 
στοιχείο x του Α αντιστοιχεί (απεικονίζει) ένα και µόνο ένα στοιχείο y 
του Β, το οποίο συνήθως συµβολίζουµε µε f(x) και το ονοµάζουµε τιµή 
της f στο x. Π.χ. στο [2] διαβάζουµε στην παράγραφο 2.2 (σελ. 65):  

 
«Συνάρτηση από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β λέγεται µια 

διαδικασία (κανόνας), µε την οποία κάθε στοιχείο του συνόλου Α 
αντιστοιχίζεται σε ένα ακριβώς στοιχείο του συνόλου Β».   

 
Βέβαια, στην συνέχεια ο στόχος του Σχολείου είναι η µελέτη των 

πραγµατικών συναρτήσεων πραγµατικής µεταβλητής, πράγµα που 
σηµαίνει ότι τα σύνολα Β και Α παραπάνω, είναι υποσύνολα του , 
αντίστοιχα. Γι’ αυτό και στο [21] συναντάµε στην παράγραφο 1.1 µόνο 
τον ορισµό αυτού του είδους των συναρτήσεων (βλέπε και [6], σελ. 133).  

 
Πριν µερικά χρόνια όµως, τα Σχολικά βιβλία παρουσίαζαν τις 

συναρτήσεις, ορίζοντας πρώτα την έννοια της διµελούς σχέσεως και τα 
είδη διµελών σχέσεων, ένα των οποίων (οι µονοσήµαντες σχέσεις) είναι 
οι συναρτήσεις ([30] σελ. 35, [8] σελ. 90). Ο συνολοθεωρητικός αυτός 
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τρόπος παρουσίασης, που µπορούµε να πούµε ότι είναι διαισθητικά πιο 
κοντά στην έννοια της γραφικής παράστασης (ή το γράφηµα) της 
συνάρτησης, είναι κατά πολύ δυσκολότερος, αλλά και ταυτόχρονα, ο πιο 
σύγχρονος και ο πιο αυστηρός από Μαθηµατικής σκοπιάς, ορισµός της 
συνάρτησης. Επίσης οι µαθητές διδασκόταν έτσι, µεταξύ άλλων, και τις 
σχέσεις ισοδυναµίας, τις σχέσεις διάταξης κ.λπ. ([30] σελ. 30, [44] σελ. 
21, [8] σελ.19). Βέβαια στα  [44], σελ. 14 και [45], σελ. 15 βρίσκοµε 
επίσης τον ορισµό της συνάρτησης ως ειδικής περίπτωσης σχέσης ή 
αντιστοιχίας. Όµως, εδώ η σχέση δεν ορίζεται συνολοθεωρητικά αλλά 
πάλι ως διαδικασία (κανόνας), όπως ο προηγούµενος ορισµός της 
συνάρτησης.  

 
Περιοριζόµενοι τώρα στις Πραγµατικές συναρτήσεις πραγµατικής 

µεταβλητής, θα θεωρήσουµε ως γνωστά τα σχετικά περί της ισότητας 
συναρτήσεων, του περιορισµού και της επέκτασης µιας συνάρτησης, των 
πράξεων µεταξύ συναρτήσεων, της σύνθεσης, της µονοτονίας και των 
ακρότατων των συναρτήσεων, όπως επίσης και τα περί συναρτήσεων 
ένα-προς-ένα και αντίστροφης συνάρτησης. Για όλα αυτά ο αναγνώστης 
θα βρει ότι χρειάζεται σε όλα τα σχετικά βιβλία της βιβλιογραφίας µας. 
Στη συνέχεια θα είναι έτοιµος για να προχωρήσει στις θεµελιώδεις  και 
δυσκολότερες έννοιες της στοιχειώδους Ανάλυσης, του ορίου, της 
συνέχειας, της παραγώγου κ.λπ. Σύµφωνα µε την βιβλιογραφία µας, 
µπορεί κανείς από εδώ και πέρα να ακολουθήσει δύο δρόµους: 

  
(1) Ο δρόµος τον οποίο ακολουθούν και τα Σχολικά βιβλία  
 
Από την πρώτη στιγµή (δεκαετία του 1960), που ουσιαστικά 

εισάγονται οι βασικές έννοιες της Ανάλυσης στο Λύκειο, η έννοια του 
ορίου κυριαρχεί σε όλη την έκταση της διδασκόµενης ύλης. Σε αυτήν 
στηρίζονται οι ορισµοί όλων των άλλων εννοιών. Όµως, κατ’ αρχήν και 
µέχρι τις αρχές της δεκαετίας του 1980, δεν εµφανίζεται πουθενά στην 
σχολική ύλη ο ε-δ ορισµός του ορίου συνάρτησης. Εκείνο που 
προτιµήθηκε κατά την περίοδο αυτή ήταν το εξής:  

 
(α) Εισαγωγή και µελέτη σε βάθος των Ακολουθιών πραγµατικών 

αριθµών και των ορίων τους (µε εψιλοντικό ορισµό). Έτσι στα [33] σελ. 
144, [34] σελ. 144, [35] Κεφ. IV, [36] Κεφ. I, [44] Κεφ. IV, [45] Κεφ. III, 
βλέπουµε εκτενή κεφάλαια περί Ακολουθιών, όπου ως Αξίωµα 
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Πληρότητας των Πραγµατικών αριθµών οι συγγραφείς δέχονται το Π2 
της προηγούµενης παραγράφου 2.1.3.  

 
(β)  Στη συνέχεια, στα τότε Σχολικά βιβλία της Ανάλυσης ακολουθεί 

το Κεφάλαιο της Σύγκλισης συναρτήσεων (βλέπε [44] σελ. 89, [45] σελ. 
70), όπου οι διάφοροι ορισµοί δίνονται µε την βοήθεια των ορίων των 
ακολουθιών. Αυτό σηµαίνει ότι για να ορίσουµε το όριο συνάρτησης σε 
ένα σηµείο συσσώρευσης a του πεδίου ορισµού της (όπου το a µπορεί να 
είναι και το +∞  ή το -∞ ) αρκεί να µετατρέψουµε, µε τον κατάλληλο 
Μαθηµατικό συµβολισµό, σε ένα ορισµό την επόµενη πρόταση:  

 
Η συνάρτησή µας συγκλίνει στο b (όπου το b µπορεί να είναι και το 

+  ή το -∞ ) αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία σηµείων του πεδίου 
ορισµού της, η οποία συγκλίνει στο a, η αντίστοιχη ακολουθία των τιµών 
της συνάρτησης συγκλίνει στο b. 

∞

 
(γ) Περιοριζόµενοι τώρα σε συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού ένα 

διάστηµα ή µία ένωση διαστηµάτων, η έννοια του ορίου, που ορίστηκε 
προηγουµένως, επαρκεί για να οριστούν οι έννοιες της συνέχειας, της 
παραγώγου και του ολοκληρώµατος. Όµως, οι αποδείξεις πολλών 
ιδιοτήτων των ορίων, καθώς και εκείνων των συνεχών συναρτήσεων, των 
παραγώγων κ.λπ., παρουσιάζουν αρκετές τεχνικές δυσκολίες, λόγω της 
ανάπτυξης της θεωρίας µόνο µε χρήση ακολουθιών (βλέπε [44], [45]).  

 
Με την εκπαιδευτική µεταρρύθµιση του 1979-80, τα νέα 

Αναλυτικά Προγράµµατα προβλέπουν την εισαγωγή του ε-δ ορισµού του 
ορίου συνάρτησης. Έτσι, µε τα νέα βιβλία Ανάλυσης το 1983, ο 
εψιλοντικός ορισµός του ορίου, που κυριαρχεί στο Κεφάλαιο 2 των 
Ακολουθιών, µεταφέρεται και στο Κεφάλαιο 3 των ορίων και της 
συνέχειας συναρτήσεων.  

 
Για παράδειγµα, στο [12], σελ. 110, ένας από τους ορισµούς του 

ορίου που δίνεται είναι ο παρακάτω:  
 
«Έστω x0∈  και f συνάρτηση της οποίας το πεδίο ορισµού Α 

περιέχει τουλάχιστο ένα ανοικτό διάστηµα µε άκρο x0. Θα λέµε ότι η f έχει 
στο x0 όριο: 

(1) το  , όταν για κάθε ε>0 υπάρχει δ>0, ώστε  ∈
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               ∀  x∈Α, 0< 0−x x  <δ ⇒ −f ( x ) <ε 
(2) το + , όταν για κάθε Μ>0 υπάρχει δ>0, ώστε   ∞
               ∀  x∈Α, 0< 0−x x  <δ  f(x)>Μ ⇒

(3) το  - , όταν για κάθε Μ>0 υπάρχει δ>0, ώστε   ∞
               ∀  x∈Α, 0< 0−x x  <δ  f(x)<-Μ.»  ⇒

 
Στο ίδιο βιβλίο και στις σελίδες 127-128 (αλλά και στο [21], σελ.80) 

δίνονται οι παρακάτω ορισµοί για τη συνέχεια της f στο x0:  
 
(α) Μια συνάρτηση f λέγεται συνεχής στο x0 του πεδίου ορισµού 

της, όταν υπάρχει το όριο της f στο x0 και ισχύει f(x)= f(x
→x x

lim
0

0). 

(β) Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α είναι συνεχής στο x0∈Α, 
αν και µόνο αν για κάθε ε>0 υπάρχει δ>0, ώστε  

       ∀  x∈Α, 0−x x <δ  ⇒ 0−f ( x ) f ( x ) <ε. 
 
Βλέπουµε ότι στα [12] και [21] δίνονται δύο ορισµοί για τη 

συνέχεια συνάρτησης σ’ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της, ο πρώτος 
µε την βοήθεια του ορίου και ο δεύτερος εψιλοντικός. Αν µελετήσει 
κανείς προσεκτικά τους δύο ορισµούς, θα διαπιστώσει ότι δεν είναι 
ισοδύναµοι γενικά.  

Συγκεκριµένα, οι δύο αυτοί ορισµοί είναι ισοδύναµοι όταν το x0 
είναι σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού της f. Όµως, όταν το x0 
είναι µεµονωµένο σηµείο του πεδίου ορισµού της f, τότε µε βάση τον 
εψιλοντικό ορισµό (β), η f είναι συνεχής στο x0, ενώ ο πρώτος ορισµός 
δεν εφαρµόζεται.  

Σηµειώνουµε τώρα ότι, παρόλο που στο [12], σελ. 118 γίνεται 
σαφής διάκριση µεταξύ σηµείων συσσώρευσης και µεµονωµένων 
σηµείων του πεδίου ορισµού συνάρτησης και αναφέρεται π.χ. ότι  

«το όριο συνάρτησης έχει νόηµα µόνο σε σηµεία συσσωρεύσεως του 
πεδίου ορισµού της», 

ενώ στο [21], σελ. 79 αναφέρεται ότι  
«για να αποφύγουµε εξεζητηµένες περιπτώσεις θα περιορίσουµε τη µελέτη 

µας µόνο σε συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού διάστηµα ή ένωση 
διαστηµάτων», 

εντούτοις δεν υπάρχει καµία παρατήρηση σχετικά µε την ισοδυναµία ή 
όχι των δύο αυτών ορισµών. Αντίθετα, περισσότερο αφήνεται να 
εννοηθεί ότι είναι ισοδύναµοι.  
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        Επίσης τονίζουµε εδώ ότι, από το 1999 και µετά (βλέπε αµέσως 
παρακάτω για την τελευταία µεταρρύθµιση του 1998-99), στην σχολική 
ύλη έχει αποµείνει µόνο ο ορισµός (α) (βλέπε [6], σελ.188). 
 

Κατά την επόµενη µεταρρύθµιση του 1989-90, όπου η Αξιωµατική 
θεµελίωση των Πραγµατικών αριθµών παραλείπεται, το νέο Σχολικό 
βιβλίο [21] (ΑΝΑΛΥΣΗ - Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ), παρουσιάζει αµέσως στα 
Κεφάλαια 2 έως 4 τα όρια και την συνέχεια συναρτήσεων και αφιερώνει 
το µικρότερο Κεφάλαιο 5 στις Ακολουθίες κ.λπ., τις οποίες θεωρεί ως 
ειδική περίπτωση συναρτήσεων.  

 
Τέλος, κατά την τελευταία µεταρρύθµιση του 1998-99 τα περί 

πραγµατικών αριθµών και συναρτήσεων συρρικνώνονται στο [6], σε ένα 
µικρό µέρος του Κεφαλαίου 1, το οποίο κυρίως αναφέρεται στα όρια και 
τη συνέχεια των συναρτήσεων, ενώ οι ακολουθίες σχεδόν εξαφανίζονται. 
Ταυτόχρονα ο εψιλοντικός ορισµός του ορίου δίνεται περισσότερο µόνο 
για ενηµέρωση των µαθητών, αφού η όλη ύλη παρουσιάζεται όσο γίνεται 
πιο διαισθητικά, ενώ οι ιδιότητες του ορίου δίνονται υπό µορφή 
καταλόγου και για µερικές υπάρχει σχήµα για διαισθητική κατανόηση. 
Το ίδιο διαισθητικά παρουσιάζεται µετά και η συνέχεια συναρτήσεων  
(µόνο µε τον ορισµό (α), όπως είπαµε και παραπάνω) και τα βασικά 
θεωρήµατα των συνεχών συναρτήσεων. Στην ουσία ο σκοπός είναι να 
φτάσουµε στο τέλος του δρόµου, δηλαδή να µελετηθούν διεξοδικότερα η 
παράγωγος, το ολοκλήρωµα και οι εφαρµογές τους.   

 
(2)  Ο δρόµος της Ιστορίας 
 
Τα περισσότερα συγγράµµατα στοιχειώδους Ανάλυσης, συνήθως  

ακολουθούν τον δρόµο που αναπτύξαµε προηγουµένως στο (1), όπου η 
έννοια του ορίου συνάρτησης έχει πρωτεύουσα και κυρίαρχη θέση, 
προκειµένου να µελετηθούν πρώτα τα σχετικά περί Παραγώγων και στη 
συνέχεια τα περί Ολοκληρωµάτων. Υπάρχουν όµως και συγγράµµατα, τα 
οποία υποστηρίζουν ότι ακόµη και από ∆ιδακτικής σκοπιάς, η 
εναρµόνιση της ανάπτυξης των εννοιών και των ιδεών του Απειροστικού 
Λογισµού σύµφωνα µε την Ιστορική τους εξέλιξη, είναι κατά πολύ 
προσφορότερη. Αυτό σηµαίνει ότι η Ολοκλήρωση προηγείται της 
∆ιαφόρισης, σύµφωνα µε τα ιστορικά δεδοµένα, αφού π.χ. η Μέθοδος 
της Εξάντλησης του Ευδόξου και του Αρχιµήδη, που εννοιολογικά δεν 
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διαφέρει από την Ολοκλήρωση κατά Riemann, προηγείται του έργου των 
Newton και Leibniz.  Ένα τέτοιο σύγγραµµα είναι π.χ. το [31], όπου τα 
περί Ορίων συναρτήσεων αναφέρονται στο Κεφάλαιο 16, Τόµος  I,  µετά 
την Συνέχεια των συναρτήσεων και την Ολοκλήρωση, ενώ η Παράγωγος 
παρουσιάζεται µόνο στο τελευταίο Κεφάλαιο 17 του Τόµου Ι. Φυσικά, η 
συνέχεια συνάρτησης ορίζεται µε τον εψιλοντικό ορισµό, που είδαµε 
παραπάνω στο (1), ο οποίος όπως παρατηρήσαµε εκεί δεν είναι εν γένει 
ισοδύναµος µε τον ορισµό της συνέχειας µε την βοήθεια της έννοιας του 
ορίου.  

Παρά το ότι η έννοια του ορίου συνάρτησης εισάγεται στα 
συγγράµµατα, τα οποία ακολουθούν τον δρόµο αυτό (όπως το 
παραπάνω), σχεδόν στο τέλος της ύλης που θέλουµε να παρουσιάσουµε 
στην Στοιχειώδη Ανάλυση, θα έλεγε κανείς ότι αυτό είναι τελικά 
αναπόφευκτο, ώστε να ολοκληρωθεί η παρουσίαση της θεωρίας και οι 
εφαρµογές της. Όµως, όπως θα δούµε και παρακάτω στην εργασία αυτή, 
µπορεί κανείς να ολοκληρώσει τουλάχιστον το θεωρητικό µέρος όλης της 
ύλης (ορισµός παραγώγου, κανόνες παραγώγισης, βασικά θεωρήµατα 
παραγώγων κ.λπ.), χωρίς να ορίσει όρια συναρτήσεων. Προς τούτο η  
συνέχεια ορίζεται εψιλοντικά (όπως προηγουµένως) και µετά 
χρησιµοποιείται «η παρατήρηση του Καραθεοδωρή» για τον ορισµό 
της παραγώγου. Η παρατήρηση αυτή, δεν είναι τίποτε άλλο παρά ένας, 
διαφορετικός από τον συνηθισµένο, ορισµός της παραγώγου, ο οποίος 
όµως, όπως θα δούµε και στα Κεφάλαια 4 και 5, έχει σαν αποτέλεσµα 
αφ’ ενός την απλούστευση των αποδείξεων των διαφόρων θεωρηµάτων 
των παραγώγων και αφ’ ετέρου παρακάµπτει, κατά κάποιο τρόπο, την 
χρήση των ορίων για την διδασκαλία των παραγώγων. 

Στην πραγµατικότητα, ο Κωνσταντίνος Καραθεοδωρή (1873-1950) 
παρουσίασε αυτό τον εναλλακτικό χαρακτηρισµό της παραγώγου, σε 
σχέση µε την Θεωρία των  Μιγαδικών Συναρτήσεων µιας µιγαδικής 
µεταβλητής, στο τελευταίο σύγγραµµά του (βλέπε Theory of Functions 
of a Complex Variable, 2 τόµοι, Εκδόσεις Chelsea, New York, 
µετάφραση από τα γερµανικά, πρώτη έκδοση 1954, δεύτερη 1960), όµως 
η παρατήρησή του αυτή µπορεί να µεταφερθεί αυτούσια και στην 
περίπτωση των Πραγµατικών Συναρτήσεων µιας πραγµατικής 
µεταβλητής. Ο ίδιος πάντως, δεν την αναφέρει στο προηγούµενο (από το 
1918) σύγγραµµά του για τις Πραγµατικές Συναρτήσεις (βλέπε 
Vorlesungen über Reele Functionen, Chelsea, New York, 1968).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

 
 
 
 
 

ΣΥΝΕΧΕΙΑ, ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ  
ΚΑΙ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
   

 
 
Στο Κεφάλαιο αυτό θα συνοψίσουµε µερικά από τα πιο ουσιώδη 

αποτελέσµατα της Στοιχειώδους Ανάλυσης, τα οποία αναφέρονται στις 
βασικές έννοιες της συνέχειας, της παραγώγισης και της ολοκλήρωσης 
των πραγµατικών συναρτήσεων µιας πραγµατικής µεταβλητής. Θα δούµε 
βέβαια πρώτα τους αντίστοιχους ορισµούς και το πως παρουσιάζονται 
αυτοί στα διάφορα Σχολικά βιβλία της βιβλιογραφίας µας. Κατόπιν θα 
αναφερθούµε στα βασικά θεωρήµατα, που αφορούν την κάθε έννοια, 
καθώς και στο ποια από αυτά είναι αποδεδειγµένα σε αυτά τα  Σχολικά 
βιβλία, µε κάποια σύντοµα σχόλια για τον τρόπο απόδειξης του καθενός. 
Ιδιαίτερα, τόσο για τους αναγνώστες, που δεν διαθέτουν όλα τα Σχολικά 
βιβλία της Ανάλυσης των τριών τελευταίων µεταρρυθµίσεων, όσο και 
προς αποφυγή µακροσκελών επί µέρους σχολιασµών, παραθέτουµε στα 
Παραρτήµατα Α, Β και Γ αντίγραφα επιλεγµένων µερών των παραπάνω 
Σχολικών βιβλίων.      
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Για τους σκοπούς της εργασίας αυτής, δεν είναι απαραίτητο να 
ασχοληθούµε µε συναρτήσεις, οι οποίες έχουν πεδίο ορισµού ένα τυχαίο 
υποσύνολο του . Αυτό που µας ενδιαφέρει εδώ, είναι οι ιδιότητες και η 
συµπεριφορά πραγµατικών συναρτήσεων, των οποίων έχουµε περιορίσει 
το πεδίο ορισµού σε ένα διάστηµα. Έτσι, ακόµα και στην πολύ 
συνηθισµένη περίπτωση, όπου µία συνάρτηση ορίζεται σε µία ένωση 
ξένων διαστηµάτων, εµείς θα εξετάζουµε µόνο τον περιορισµό της σε ένα 
από τα διαστήµατα αυτά (εκείνο φυσικά, που µας ενδιαφέρει στην 
συγκεκριµένη περίπτωση). Γενικότερα βέβαια, αυτό µπορεί να γίνει για 
καθένα ξεχωριστά από τα διαστήµατα αυτά, όµως χρειάζεται προσοχή 
στο κατά πόσο οι ιδιότητες της συνάρτησής µας στα επί µέρους 
διαστήµατα ισχύουν και στην ένωση τους. Για παράδειγµα, εύκολα 

προκύπτει το συµπέρασµα ότι η συνάρτηση f(x)= 1
x

 είναι γνησίως 

µονότονη (και µάλιστα γνησίως φθίνουσα, δηλαδή του ίδιου είδους 
µονοτονίας) σε καθένα από τα διαστήµατα (-∞ , 0) και (0, + ), αλλά ∞ δεν 
είναι  µονότονη στην ένωση τους  (-∞ , 0)∪  (0, +∞ ).  

 
 
 
3.1. ΟΡΙΣΜΟΙ  
 
Στην παράγραφο αυτή θα δούµε τους ορισµούς των βασικών 

εννοιών, που θα µας απασχολήσουν στα επόµενα.  
 
 
3.1.1. Συνέχεια συναρτήσεων σε διάστηµα
 
Έχουµε δει ήδη (παράγραφος 2.2) τον τοπικό ορισµό της συνέχειας 

µιας συνάρτησης f στο σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της. Το πεδίο αυτό 
ορισµού της f θα είναι από εδώ και πέρα ένα διάστηµα, όπως είπαµε 
παραπάνω, συνεπώς ο ε-δ ορισµός της συνέχειας (όπου, ως γνωστόν, το δ 
εξαρτάται και από το ε και από το x0) είναι ισοδύναµος µε τον ορισµό της 
συνέχειας µε όρια.  

 
Αν τώρα η f είναι συνεχής σε κάθε σηµείο ενός διαστήµατος ∆=(a,b), 

τότε θα λέµε ότι η f είναι συνεχής στο ∆.  
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Ο ορισµός αυτός ισχύει και όταν ∆=[a,b], ή ∆=[a,b), ή ∆=(a,b], µόνο 
που τότε η συνέχεια στα άκρα, που περιέχονται στο ∆, ταυτίζεται µε την  
πλευρική συνέχεια στο συγκεκριµένο άκρο. ∆ηλαδή, αν για παράδειγµα 
το a περιέχεται στο ∆, τότε:  

 
Η f είναι συνεχής στο a, αν και µόνο αν για κάθε  

        ε>0, υπάρχει δ>0:  x∈[a, a+δ) ⇒ f ( x ) f ( a )− <ε. 
 
ή, ισοδύναµα:  
 

                 Η f είναι συνεχής στο a, αν και µόνο αν  

x a
lim

+→
f(x)=f(a), 

         όπου, το αριστερό µέλος της τελευταίας ισότητας 
         παριστά το όριο της  f καθώς το x πλησιάζει το a 
       από δεξιά, δηλαδή από µεγαλύτερες του a τιµές. 

 
  
3.1.2. Παράγωγος συνάρτησης σε διάστηµα  
 
Ο ορισµός της παραγώγου µιας συνάρτησης, τόσο στα Σχολικά 

βιβλία, όσο και στα εγχειρίδια του Απειροστικού Λογισµού, δίνεται µε 
την βοήθεια της έννοιας του ορίου. Εδώ Θα ακολουθήσουµε ένα από τα 
βιβλία της ΑΝΑΛΥΣΗΣ – Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ (βλέπε [12], σελ. 163) για ένα 
λόγο που θα δούµε µετά τον επόµενο ορισµό:  

 
       Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ ένα διάστηµα ∆ και x0∈∆. Η 
συνάρτηση f λέγεται παραγωγίσιµη στο x0, όταν ο λόγος µεταβολής 

0

0

f ( x ) f ( x )
x x
−
−

 έχει πεπερασµένο όριο στο x0. Το όριο αυτό λέγεται 

παράγωγος αριθµός της f στο x0  και συµβολίζεται µε f ′(x0), δηλαδή:  

f ′(x0) = 
0x x

lim
→

0

0

f ( x ) f ( x )
x x
−
−

∈ .  

παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο του ∆. Στην περίπτωση αυτή, οι παράγωγοι 
αριθµοί ορίζουν µία νέα συνάρτηση στο ∆, η οποία λέγεται παράγωγος της 
f  στο ∆. 
 
       Αν τώρα το x0∈∆, είναι άκρο του διαστήµατος ∆, τότε ως  παράγωγο 
αριθµό στο άκρο αυτό εννοούµε την πλευρική παράγωγο στο x0, για τον 
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υπολογισµό της οποίας αρκεί να βρούµε το παραπάνω όριο καθώς το x 
τείνει στο x0, µόνο από τα δεξιά ή µόνο από τα αριστερά, αντίστοιχα.  
 

Ο λόγος, για τον οποίο ακολουθήσαµε το παραπάνω Σχολικό βιβλίο, 
είναι το ότι για πρώτη και τελευταία φορά (στα βιβλία του Σχολείου) η 
«παράγωγος της f στο x0» ονοµάζεται «παράγωγος αριθµός». Η 
δικαιολογία για την διαφοροποίηση αυτή, που δίνεται  από τους 
συγγραφείς είναι η εξής (βλέπε [12], σελ. 159): 

  

«Η µικρή και προσωρινή απόκλιση από την καθιερωµένη ορολογία, 
που υιοθετείται εδώ, αποβλέπει στη σαφή διάκριση των δυο εννοιών. Η 
πρώτη έννοια – παράγωγος αριθµός – είναι όριο πεπερασµένο, δηλαδή 
είναι πράγµατι αριθµός . η δεύτερη –  παράγωγος – είναι συνάρτηση που 
ορίζεται εκ των υστέρων µε βάση την πρώτη».  

 
Στο ίδιο βιβλίο ([12], σελίδα 163) αποδεικνύεται η ισότητα του 

παραπάνω ορίου µε το όριο  
h 0
lim
→

0 0f (x h) f (x )
h

+ − , ενώ στα υπόλοιπα 

Σχολικά βιβλία της Ανάλυσης, η ισότητα αυτή µόνο αναφέρεται.   
  
 
3.1.3. Ορισµένο ολοκλήρωµα συνάρτησης
 
Κλείνοντας αυτή την παράγραφο, θα δώσουµε τον ορισµό του 

ολοκληρώµατος µιας συνάρτησης f σε ένα διάστηµα ∆=[a,b] (ορισµένο 
ολοκλήρωµα της f στο διάστηµα ∆).  

 
Λέγοντας ολοκλήρωµα εδώ, εννοούµε ολοκλήρωµα–Riemann, ή 

Riemann–ολοκλήρωµα, όπως λέµε συχνά, προς διάκριση από άλλου 
είδους ολοκληρώµατα, τα οποία συναντάει κανείς σε πιο προχωρηµένα 
µαθήµατα. Ο Riemann όρισε το ολοκλήρωµα αυτό το 1854, αλλά η  
πρώτη δηµοσίευση της σχετικής εργασίας του έγινε το 1868, δύο χρόνια 
µετά το θάνατό του. Ο ορισµός του Riemann υπήρξε ο πρώτος ιστορικά 
ακριβής ορισµός του ορισµένου ολοκληρώµατος  φραγµένης συνάρτησης 
(παρόµοιος ορισµός είχε δοθεί και νωρίτερα από τον Cauchy, αλλά µόνο 
για συνεχείς συναρτήσεις)  και σε ε-δ διατύπωση, έχει ως εξής (για 
περισσότερες λεπτοµέρειες βλέπε [39], σελ. 171):  
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Μία φραγµένη συνάρτηση f ορισµένη στο κλειστό διάστηµα ∆=[a,b], 
λέγεται ολοκληρώσιµη στο ∆, αν υπάρχει ένας αριθµός Ι (που θα τον λέµε 

ολοκλήρωµα της f στο ∆ και θα τον συµβολίζουµε µε 
b

a

f∫ ), µε την ιδιότητα:   

Για κάθε ε>0, υπάρχει δ>0, ώστε, για κάθε διαµέριση  
Ρ={a=x0< x1< x2< . . . < xn=b} του διαστήµατος ∆ και για 
κάθε επιλογή σηµείων Ε={ξ1, ξ2, . . . , ξn}, µε ξκ∈[xk-1, xk],  
k=1, 2, . . ., n,  να ισχύει ότι:  

|
1

n

k

f
=
∑ (ξk)(xk-xk-1) - Ι|<ε, 

       όταν το πλάτος d (d=max{x1-x0, . . . , xn-xn-1}) της διαµέρισης  
       Ρ, ικανοποιεί την d<δ.  
 
Επιπλέον, τα αθροίσµατα που εµφανίζονται στον παραπάνω ορισµό 
λέγονται και αθροίσµατα Riemann της συνάρτησης f.   

 
Λίγο µετά τον Riemann, ο Darboux (το 1875) έδωσε ένα ισοδύναµο 

ορισµό του ολοκληρώµατος Riemann, εισάγοντας τα λεγόµενα πάνω και 
κάτω αθροίσµατα της συνάρτησης f.  

Συγκεκριµένα, έστω µια συνάρτηση f, ορισµένη και φραγµένη στο 
διάστηµα ∆=[a,b] και Ρ={a=x0< x1< x2< . . . < xn=b} µια διαµέριση του 
∆. Με Mk και mk συµβολίζουµε αντίστοιχα τους πραγµατικούς (αφού η f 
είναι φραγµένη) αριθµούς:  

  
    Mk=sup{f(x): x∈[xk-1,xk]}  και  mk=inf{f(x): x∈[xk-1,xk]}, k=1,2,…,n.  
 

Τότε, ο αριθµός 
n

k k k 1
k 1

M (x x )−
=

−∑  λέγεται το πάνω άθροισµα της f για την 

διαµέριση Ρ, και ο αριθµός 
n

k k k 1
k 1

m (x x )−
=

−∑  το κάτω άθροισµα της f για 

την διαµέριση Ρ.  
 
       Είναι εύκολο, αλλά βασικό για την περαιτέρω ανάπτυξη της θεωρίας, 
να δείξει κανείς ότι το σύνολο των πάνω αθροισµάτων της f (ως προς 
όλες τις διαµερίσεις του ∆) είναι κάτω φραγµένο (π.χ. από ένα 
οποιοδήποτε κάτω άθροισµα), συνεπώς έχει infimum, το οποίο και 

λέγεται το πάνω ολοκλήρωµα της f στο ∆ και συµβολίζεται µε 
b

a
f∫ . 
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Ανάλογα, το σύνολο των κάτω αθροισµάτων της f (ως προς όλες τις 
διαµερίσεις του ∆) είναι πάνω φραγµένο (π.χ. από ένα οποιοδήποτε  
πάνω άθροισµα), συνεπώς έχει supremum, το οποίο και λέγεται το  κάτω 
ολοκλήρωµα της f στο ∆ και συµβολίζεται µε 

b

a
f∫ .  

 
Τέλος, λέµε ότι η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο ∆ και το 

ολοκλήρωµα της είναι ένας αριθµός Ι, αν και µόνο αν, το πάνω και το 
κάτω ολοκλήρωµα της f στο ∆ συµπίπτουν και είναι ίσα µε τον αριθµό Ι.   

 
Την απόδειξη της ισοδυναµίας των ορισµών Darboux και Riemann 

θα βρει ο αναγνώστης στα [31] σελ. 226, [39] σελ. 327, [40] σελ. 192, 
αλλά όχι και στο [43], όπου στο Παράρτηµα 1 του Κεφαλαίου 13 (σελ. 
233), αποδεικνύει ένα σχετικό Θεώρηµα, αλλά µόνο για συνεχείς 
συναρτήσεις. Στα ίδια συγγράµµατα υπάρχει και το επόµενο κριτήριο, το 
οποίο µας δίνει και ένα από τους λόγους της προτίµησης από πολύ 
κόσµο, του ορισµού του Darboux. 

  
Κριτήριο Ολοκληρωσιµότητας: Έστω f µία φραγµένη στο ∆=[a,b] 

συνάρτηση. Τότε η f είναι ολοκληρώσιµη στο ∆, αν και µόνο αν, για κάθε 
ε>0, υπάρχει διαµέριση του ∆, ώστε η διαφορά των πάνω και κάτω 
αθροισµάτων της f,  για την διαµέριση αυτή, να είναι µικρότερη του ε. 

 
Για παράδειγµα µε το Κριτήριο αυτό, και λόγω της πυκνότητας των 

ρητών και των αρρήτων αριθµών στο , βλέπει κανείς αµέσως, ότι η 
συνάρτηση Dirichlet, δηλαδή η χαρακτηριστική συνάρτηση των ρητών 
αριθµών, όπως και η χαρακτηριστική των αρρήτων, που στο Σχολικό 
βιβλίο [21], σελ. 15, ονοµάζεται επίσης (αλλά µάλλον λανθασµένα) 
συνάρτηση Dirichlet, δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµες σε κανένα 
διάστηµα ∆.  

 
Τώρα, στα Σχολικά βιβλία, οι αντίστοιχοι ορισµοί του ορισµένου 

ολοκληρώµατος ποικίλουν.  
 
Στα πιο παλιά (βλέπε [44] σελ. 154, [45] σελ. 153), ο ορισµός που 

δίνεται, αφορά συνεχείς στο ∆ συναρτήσεις. Συγκεκριµένα αναφέρεται 
σε αυτά, ότι για µία συνεχή συνάρτηση στο διάστηµα ∆, αποδεικνύεται 
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στην Μαθηµατική Ανάλυση ότι έχει παράγουσα (ή αρχική συνάρτηση ή 
αντιπαράγωγο) στο διάστηµα αυτό. Υπενθυµίζουµε ότι:  

 
Μία συνάρτηση F λέγεται παράγουσα της συνάρτησης f στο ∆, όταν 

ισχύει ότι F′(x)=f(x), για κάθε x στο ∆.  
 
Στη συνέχεια ορίζουν το ολοκλήρωµα µόνο για συνεχείς στο ∆ 

συναρτήσεις ως εξής:  
 
Αν f είναι συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα ∆=[a,b], τότε λέµε 

ορισµένο ολοκλήρωµα της f στο ∆ την διαφορά F(b)–F(a), όπου F είναι 
µία παράγουσα της f.  

 
Η εκλογή της παράγουσας F δεν επηρεάζει το ολοκλήρωµα (αφού 

δύο παράγουσες της f στο ίδιο διάστηµα διαφέρουν κατά µία σταθερά) 
και αυτό αποδεικνύεται στα παραπάνω βιβλία.  

  
Στα επόµενα δύο νεώτερα βιβλία ([12] σελ. 230 και [21] σελ. 231), ο 

ορισµός του ολοκληρώµατος δίνεται πάλι για συνεχείς στο ∆=[a,b] 
συναρτήσεις.  

Σε αυτά, ορίζονται πρώτα, για διαµέριση Ρ του ∆, οι «ακολουθίες»:  
 

Sν= k k k 1
k 1

M (x x )
ν

−
=

−∑ ,      sν= , k k k 1
k 1

m (x x )
ν

−
=

−∑
 
όπου Mk, mk έχουν την ίδια έννοια όπως παραπάνω, µόνο που τώρα, 
λόγω συνέχειας σε κλειστό και φραγµένο διάστηµα, είναι η µέγιστη και η 
ελάχιστη τιµή της f στο  αντίστοιχο [xk-1,xk] (βλέπε παρακάτω, Θεώρηµα 
3.2.6).  
       Μετά αναφέρεται ότι για συνεχείς συναρτήσεις µπορεί να αποδειχθεί 
ότι οι «ακολουθίες» {Sν} και {sν} «συγκλίνουν» στον ίδιο πραγµατικό 
αριθµό, όταν dlim

ν→∞
ν=0, όπου µε dν συµβολίζεται το µεγαλύτερο από τα 

πλάτη των διαστηµάτων της διαµέρισης Ρ του ∆, δηλαδή το πλάτος της Ρ  
 

και το κοινό αυτό όριο, ορίζεται ως το ολοκλήρωµα της f στο ∆. 
 
       Επίσης, στην περίπτωση αυτή, αποδεικνύουν ότι αν στα αθροίσµατα 
που ορίζουν τις {sν} και {Sν} βάλουµε αντί των mk και Mk αντίστοιχα, 
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οποιαδήποτε τιµή f(ξκ) της f, µε ξκ∈[xk-1,xk], η αντίστοιχη «ακολουθία» 
των αθροισµάτων Riemann, που προκύπτει έτσι, «συγκλίνει» και αυτή 
στο ίδιο όριο, δηλαδή στο ολοκλήρωµα της f στο ∆ (τονίζουµε και πάλι 
εδώ την παραποµπή µας στο [39], σελ. 171, όπου ο αναγνώστης θα βρει 
τον λόγο για τον οποίο βάλαµε ορισµένες λέξεις παραπάνω σε 
εισαγωγικά).  
 

Τέλος, στο πιο πρόσφατο σχολικό βιβλίο, [6], σελ. 330, το ορισµένο  
ολοκλήρωµα της f στο ∆ ορίζεται και πάλι για f συνεχή συνάρτηση, 
αλλά, πρώτον χρησιµοποιούνται µόνο ισοδιαµερίσεις του ∆, δηλαδή το ∆ 
χωρίζεται σε ισοµήκη υποδιαστήµατα (χωρίς να αναφέρεται ότι αυτό δεν 
είναι απαραίτητο) και δεύτερον, δίνεται ο ορισµός του ολοκληρώµατος 
κατευθείαν µε αθροίσµατα Riemann, µε την παρατήρηση ότι µπορεί να 

αποδειχθεί η «ύπαρξη» του k k k 1
k 1

lim( f ( )(x x )
ν

−ν→∞
=

ξ −∑ , για f συνεχή στο ∆  

συνάρτηση.  
 
 

 
3.2. ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΩΝ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 
Στην παράγραφο αυτή θα συγκεντρώσουµε τις πιο σηµαντικές 

συνέπειες της συνέχειας των πραγµατικών συναρτήσεων µε πεδίο 
ορισµού ένα διάστηµα ∆.  

Το σύνολο των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων, στο διάστηµα 
∆, θα το συµβολίζουµε παρακάτω µε C(∆). Φυσικά, µερικά από τα 
επόµενα θεωρήµατα αληθεύουν και όταν οι συναρτήσεις µας έχουν  
πεδίο ορισµού ένα οποιοδήποτε υποσύνολο του , αλλά, όπως έχουµε 
πει, εδώ περιοριζόµαστε πάντοτε σε ένα διάστηµα.  Όµως, καλό θα ήταν 
ο αναγνώστης να διερευνήσει σε ποια από τα παρακάτω θεωρήµατα, η 
υπόθεση ότι οι συναρτήσεις µας είναι ορισµένες σε διάστηµα είναι 
ουσιώδης και εάν έχει σηµασία το είδος του διαστήµατος.  

 
Θεώρηµα 3.2.1: Έστω f,g∈C(∆) και λ, µ πραγµατικοί αριθµοί. Τότε 

έχουµε ότι:    

(α) λf+µg∈C(∆), (β) fg∈C(∆) και (γ) 1
g

, f
g
∈C(∆) (µε την προϋπόθεση 

βέβαια ότι η g δεν µηδενίζεται στο ∆). 
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       Σηµείωση: Από το (α) και τις γνωστές ιδιότητες των πράξεων έχουµε 
ότι το C(∆), εφοδιασµένο µε τις πράξεις της πρόσθεσης συναρτήσεων και 
του πολλαπλασιασµού αριθµού επί συνάρτηση, είναι ένας Γραµµικός 
Χώρος πάνω από το . Ακόµη, το C(∆) εφοδιασµένο και µε τον 
πολλαπλασιασµό συναρτήσεων, λόγω των (α), (β) και των ιδιοτήτων των 
πράξεων, είναι ένας αντιµεταθετικός ∆ακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο,  
υποδακτύλιος του δακτυλίου όλων των συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού 
το ∆ (βλέπε και παρακάτω την Σηµείωση µετά το Θ. 3.3.2). Επίσης, λόγω 
των προηγουµένων και της ιδιότητας κ(fg)=(κf)g=f(κg), για κάθε κ∈  
και για κάθε f,g στο C(∆), ο προηγούµενος χώρος C(∆) είναι, όπως λέµε 
στα Μαθηµατικά, µία Άλγεβρα συναρτήσεων πάνω από το . 
 
       Η απόδειξη του παραπάνω Θεωρήµατος, είναι, για την περίπτωση 
µας, όπου έχουµε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα, απλή συνέπεια των 
αντιστοίχων ιδιοτήτων των ορίων και περιέχεται σε όλα τα συγγράµµατα 
της βιβλιογραφίας µας, καθώς και σε όλα τα Σχολικά βιβλία.  

 
Ιδιαίτερα, στα πιο παλιά από αυτά (βλέπε [44], σελ. 107 και [45], 

σελ. 91), οι αποδείξεις των διαφόρων περιπτώσεων δίνονται µε τη χρήση 
του εξής χαρακτηρισµού της συνέχειας στο x0: 

 
Η f είναι συνεχής στο σηµείο x0 του ∆, αν και µόνο αν, για κάθε 

ακολουθία {xν}, µε xν∈∆, ν=1,2,3,…, και xν→x0 ισχύει f(xlim
→∞ν

ν)= f(x0). 

 
Μια απόδειξη της παραπάνω ισοδυναµίας µπορεί να δει κανείς π.χ. 

στο [39], σελ. 49-50. Η απόδειξη από αριστερά προς τα δεξιά, γίνεται µε 
εφαρµογή του ορισµού της συνέχειας στο x0, αλλά δίνεται και παρακάτω 
(βλέπε Σηµείωση µετά το Θ. 3.2.3 και το  Πόρισµα πριν από το Θεώρηµα 
αυτό, από τα οποία φαίνεται και το ότι η συνέχεια της f είναι απαραίτητη  
εδώ, ώστε να ισχύει το συµπέρασµα για κάθε  {xν} όπως παραπάνω).  

   
Για την απόδειξη της αντίθετης κατεύθυνσης, δείχνουµε ότι αν η f 

δεν είναι συνεχής στο x0, τότε µπορούµε να βρούµε µια ακολουθία 
σηµείων {xν} του ∆,  που τείνει στο x0 και ταυτόχρονα, η αντίστοιχη 
ακολουθία των τιµών της f δεν συγκλίνει στο f(x0), πράγµα άτοπο. Αξίζει 
να σηµειώσουµε στο σηµείο αυτό ότι, για την επιλογή των όρων xν της 
ακολουθίας αυτής, κάνουµε χρήση του αξιώµατος επιλογής ως εξής:  
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Αφού η f δεν είναι συνεχής στο x0, θα υπάρχει ένα ε0>0, ώστε για 
κάθε δ>0 να υπάρχει x στο ∆ µε την ιδιότητα:  

 
0x x− <δ   και   0f (x) f (x )− ≥ε0,  

 
οπότε για δ=1/ν, ν=1,2,3,…, τα σύνολα της  µη-κενής οικογένειας  
 

Αν={ 0 0
1x : x x , f (x) f (x )∈∆ − < − ≥ ε
ν 0 },  

 
είναι µη-κενά. Τότε, το αξίωµα επιλογής µας εξασφαλίζει την ύπαρξη 
ενός xν στο αντίστοιχο Αν, για κάθε ν=1,2,3,…, όπως θέλαµε. 

 
Θεώρηµα 3.2.2: Έστω f,g∈C(∆). Τότε οι συναρτήσεις: |f|, max{f,g}, 

min{f,g}, f +=max{f,0} και f -=max{-f,0} (οπότε ισχύει  και ότι  f=f +-f - και 
|f|=f ++f -) είναι συνεχείς.  

 
Για την απόδειξη της συνέχειας της f  ισχύουν όσα είπαµε  

παραπάνω για την απόδειξη του Θεωρήµατος  3.2.1. Μετά οι τύποι:  

 max{a,b}=
a b a b

2
+ + −

    και    min{a,b}=
a b a b

2
+ − −

,  

µαζί µε το Θεώρηµα 3.2.1, δίδουν άµεσα το υπόλοιπο της απόδειξης. Στα 
Σχολικά βιβλία συναντάµε την συνέχεια της απόλυτης τιµής και σε 
κάποια από αυτά και τους παραπάνω τύπους (στα [33], [34], είναι λυµένο 
παράδειγµα (σελ. 47 και στα δύο), ενώ στο [35] του ίδιου συγγραφέα 
λίγα χρόνια αργότερα, είναι άσκηση στη σελ. 31). Το θετικό (f +) και 
αρνητικό (f -) µέρος συνάρτησης, φυσικά δεν εµφανίζεται σ’ αυτά. 
 

Το Θεώρηµα που ακολουθεί αφορά την συνέχεια της σύνθεσης δύο 
συνεχών συναρτήσεων. Η απόδειξή του στα παλιά βιβλία (βλέπε [44], 
σελ. 102 και [45], σελ. 92) γίνεται απλά, αφού, όπως έχουµε ήδη 
αναφέρει, σ’ αυτά τα όρια και η συνέχεια των συναρτήσεων ορίζονται µε 
την χρήση ακολουθιών. Στο [12], σελ. 133-135, το Θεώρηµα αυτό, όσο 
και το Θεώρηµα ορίου σύνθετης συνάρτησης, κατέχουν βασική θέση στο 
αντίστοιχο Κεφάλαιο. Ο λόγος γι’ αυτό, είναι η δυνατότητα την οποία 
παρέχουν τα δύο αυτά Θεωρήµατα, για τον υπολογισµό των ορίων και 
την απόδειξη της συνέχειας πλήθους συναρτήσεων. Το Θεώρηµα του 
ορίου σύνθετης συνάρτησης στο [12], σελ. 134, είναι το εξής:  
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     «Έστω ότι: 
• Η συνάρτηση g έχει στο σ όριο σ1. 
• Η συνάρτηση f έχει στο σ1 όριο L. 
Αν σε µια περιοχή του σ ορίζεται η f g και είναι g(x) σ≠ 1, τότε 

lim
σ

f g=L». 

 
Για την απόδειξη του Θεωρήµατος αυτού, όπως και του επόµενου 

Πορίσµατός του, το οποίο είναι και πολύ σηµαντικό για τις εφαρµογές 
του, βλέπε, στο τέλος της εργασίας αυτής, Παράρτηµα Α, σελίδες Ι-ΙΙ.  

 
Πόρισµα: Αν µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α έχει στο σ όριο L, 

τότε για κάθε ακολουθία {αν} µε αν∈Α, αν≠ σ (ν>κ∈ ) και αlim
ν→∞

ν=σ, η 

αντίστοιχη ακολουθία f(αν) των τιµών της συνάρτησης έχει επίσης όριο L.  
 
Πρέπει να τονίσουµε εδώ ότι για να ισχύει το συµπέρασµα, η 

προϋπόθεση «σε µια περιοχή του σ να ισχύει ότι g(x)≠ σ1» είναι 
απαραίτητη. Το ίδιο ισχύει και για την προϋπόθεση «αν≠ σ (ν>κ∈ )» 
στο προηγούµενο Πόρισµα. Ένα παράδειγµα, που επιβεβαιώνει τον 
παραπάνω ισχυρισµό, είναι το επόµενο:  

  
Αν g(x)=1 και f(x)=1 για x≠ 1, αλλά f(1)=2, τότε f(g(x))=f(1)=2 
και για σ=1 έχουµε σ1= g(x)=1, οπότε L= f(x)=1,  

x 1
lim
→ x 1

lim
→

ενώ  f(g(x))=2 1.  
x 1
lim
→

≠

 
Θεώρηµα 3.2.3 (Συνέχεια σύνθετης συνάρτησης): Αν η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ και η g συνεχής στο διάστηµα f(∆), τότε και 
η σύνθεση τους gοf είναι συνεχής στο ∆.  

 
Σηµείωση: Επειδή το πεδίο ορισµού οποιασδήποτε ακολουθίας είναι 

το  (ή ένα υποσύνολό του) και συνεπώς αποτελείται από µεµονωµένα 
µόνο σηµεία, έπεται, όπως είδαµε στην σελίδα 24, ότι κάθε ακολουθία 
είναι συνεχής (θεωρούµενη ως συνάρτηση) στο πεδίο ορισµού της. Άρα, 
από το παραπάνω Θεώρηµα έχουµε ότι, αν µία συνάρτηση f είναι 
συνεχής σε ένα σηµείο σ του πεδίου ορισµού της Α, τότε το προηγούµενο 
Πόρισµα αληθεύει  για κάθε ακολουθία {αν} µε αν∈Α και lim

ν→∞
αν=σ, χωρίς 

τον περιορισµό  αν≠ σ (ν>κ∈ ).  
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Η απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.3 γίνεται στο [12] µε χρήση του 
παραπάνω Θεωρήµατος για το όριο (βλέπε Παράρτηµα Α, σελ. ΙΙ), ενώ, 
για το ότι το f(∆) είναι διάστηµα, βλέπε παρακάτω Θεώρηµα 3.2.5. Στα 
µεταγενέστερα Σχολικά βιβλία [21] και [6], απλά αναφέρεται χωρίς 
απόδειξη. Το προηγούµενο Θεώρηµα, για το όριο σύνθετης συνάρτησης, 
αναφέρεται χωρίς απόδειξη στα βιβλία αυτά, αλλά το Πόρισµά του, µόνο 
στο [21].  

 
Παρόµοια είναι η αντιµετώπιση και του επόµενου θεωρήµατος από 

τα ίδια βιβλία. Στα παλαιότερα Σχολικά βιβλία, [44] και [45], το 
Θεώρηµα αυτό δεν υπάρχει. Επίσης, επειδή θα µας χρειαστεί και 
αργότερα, δίνουµε πρώτα τον επόµενο ορισµό:  

 
Ορισµός: Η συνάρτηση f, ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆, λέγεται 

Darboux συνεχής στο ∆, αν για κάθε α,β στο ∆ και για κάθε γ µεταξύ των 
f(α) και f(β), υπάρχει ξ µεταξύ των α και β, ώστε f(ξ)=γ.  
 

Θεώρηµα 3.2.4 (Θεωρήµατα Bolzano και Ενδιαµέσων Τιµών): Έστω 
f∈C(∆) και ∆=[a,b]. Τότε έχουµε ότι:   

(Bolzano) Αν f(a)f(b)<0, τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ∈(a,b), ώστε 
f(ξ)=0. Ισοδύναµα:  

(Ενδιαµέσων Τιµών) Αν f(a)≠ f(b), τότε για κάθε τιµή c µεταξύ των 
f(a) και f(b), υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ∈(a,b), ώστε f(ξ)=c (ή, µε άλλα 
λόγια, η f είναι Darboux συνεχής στο ∆).  

 
Στα [12] σελ. 141, [21] σελ. 89 και [6] σελ. 194, το Θεώρηµα των 

Ενδιαµέσων Τιµών αποδεικνύεται, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Bolzano 
στην συνάρτηση f(x)–c.  

Το Θεώρηµα Bolzano, στο [12] (σελ. 139) αποδεικνύεται µε το 
αξίωµα του κιβωτισµού (βλέπε Παράρτηµα Α, σελ. ΙΙΙ), ενώ στα δύο πιο 
πρόσφατα Σχολικά βιβλία Ανάλυσης, [21] και [6] αναφέρεται χωρίς 
απόδειξη. Αυτό ήταν αναµενόµενο, καθώς το θεώρηµα Bolzano είναι 
ισοδύναµο µε τα αξιώµατα της πληρότητας των Πραγµατικών αριθµών 
(βλέπε π.χ. [26]). Έτσι, η απόδειξη του θεωρήµατος αυτού δεν είναι 
δυνατή, καθώς στις δύο τελευταίες εκδόσεις των Σχολικών βιβλίων δεν 
αναφέρεται τίποτε για την πληρότητα των Πραγµατικών, σε αντίθεση µε 
τα [8] και [12].  Βέβαια, οι συγγραφείς των  τελευταίων αυτών Σχολικών  
βιβλίων, διερευνούν και τονίζουν την αναγκαιότητα των προϋποθέσεων 
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για την ισχύ των παραπάνω Θεωρηµάτων (Bolzano και Ενδιαµέσων 
Τιµών), µε την βοήθεια της γεωµετρικής εποπτείας και κατάλληλων 
αντιπαραδειγµάτων (βλέπε Παράρτηµα Α).  

 
Θεώρηµα 3.2.5 (Θεώρηµα συνεκτικότητας και Θεώρηµα συνέχειας 

της αντίστροφης συνάρτησης): Έστω f∈C(∆). Τότε έχουµε ότι:  
(Συνεκτικότητα) Το f(∆) είναι διάστηµα ή µονοσύνολο (αν η f είναι 

σταθερή στο ∆).  
(Συνέχεια της αντίστροφης συνάρτησης) Αν η f είναι επιπλέον 1-1 στο 

∆, τότε η f είναι γνήσια µονότονη στο ∆ και η f -1: f(∆) ∆ είναι επίσης 
συνεχής συνάρτηση και του ίδιου είδους µονοτονίας µε την f.  

→

 
Το πρώτο µέρος του Θεωρήµατος αυτού αποδεικνύεται στο [12] ως 

πόρισµα του Θεωρήµατος Ενδιαµέσων Τιµών και της επόµενης  
χαρακτηριστικής ιδιότητας των διαστηµάτων ([12], σελ. 142):  

 
«Ένα σύνολο Ε, υποσύνολο των πραγµατικών, είναι διάστηµα αν και 

µόνο αν, για κάθε η1,η2∈Ε είναι [η1, η2]⊆ Ε».  
 

Στα [21] και [6], το πρώτο αυτό µέρος απλά αναφέρεται στις σελίδες 
89 και 194, αντίστοιχα. Το δεύτερο µέρος του Θεωρήµατος αναφέρεται 
χωρίς απόδειξη στο [12], σελ. 142 και [21], σελ. 90, ενώ στο [6] δεν 
αναφέρεται καθόλου. Στα [44] και [45] το Θεώρηµα δεν περιέχεται.  
Απόδειξη του δεύτερου µέρους του, µπορεί να δει κανείς στο [31], Τόµος 
Ι, σελ. 178, [39] σελ. 105, [40] σελ. 137 και [43], σελ. 196-197.  

 
Τα επόµενα δύο σηµαντικά Θεωρήµατα, λόγω του Θεωρήµατος της  

συνεκτικότητας, είναι ουσιαστικά το ίδιο Θεώρηµα, αλλά πάλι, όπως και 
άλλα προηγούµενα, δεν έχουν την ίδια αντιµετώπιση από τα διάφορα  
Σχολικά βιβλία της Ανάλυσης, γι’ αυτό και τα διαχωρίζουµε.    

 
Θεώρηµα 3.2.6 (Θεώρηµα Μέγιστης και Ελάχιστης τιµής): Έστω 

∆=[a,b] και f∈C(∆). Τότε, η f είναι φραγµένη στο ∆ και µάλιστα υπάρχουν 
σηµεία ξ1 και ξ2 στο ∆, στα οποία η f παίρνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή  στο 
∆, αντίστοιχα.  

 
Το Θεώρηµα αυτό δεν υπάρχει στα [44], [45], ενώ απλά αναφέρεται 

χωρίς απόδειξη στο [12], σελ. 143, στο [21], σελ. 90 και στο [6], σελ. 
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195. Ο αναγνώστης µπορεί να βρει αποδείξεις του στα [31] σελ. 160-161, 
[39] σελ. 53, [40] σελ. 136 και [43] σελ. 110. Στα συγγράµµατα αυτά, 
δίνονται συνήθως περισσότερες της µιας αποδείξεις του βασικού αυτού 
Θεωρήµατος και βέβαια, σε όλες χρησιµοποιείται κάποιο αξίωµα της 
πληρότητας των Πραγµατικών αριθµών. Στα επόµενα Κεφάλαια της 
εργασίας αυτής, θα δούµε και άλλες αποδείξεις του. Εδώ θα  αναφέρουµε 
µόνο το παρακάτω ευφυέστατο επιχείρηµα:  

 
Αφού αποδείξει κανείς το ότι η συνάρτηση f είναι φραγµένη στο ∆ 

και συνεπώς υπάρχει το Μ=supf(x) στο ∆, τότε, αν υποθέσει ότι η f δεν 
παίρνει την τιµή Μ θα καταλήξει σε άτοπο, αρκεί να παρατηρήσει ότι η 

συνάρτηση g(x)= 1
f (x)Μ −

, x∈∆, είναι καλά ορισµένη, συνεχής στο ∆, 

αλλά όχι φραγµένη! (Αν ήταν φραγµένη, θα είχαµε, για κάποιον θετικό 
αριθµό Κ, ότι για κάθε x στο ∆:  

 
1
f (x)

≤
Μ −

Κ,  απ’ όπου έπεται ότι  f (x) ≤Μ– 1
K

<Μ,  

 
πράγµα που αντιφάσκει µε τον ορισµό του Μ). 
  
        Το άλλο Θεώρηµα, που λέγαµε παραπάνω, είναι απλή συνέπεια των 
Θεωρηµάτων Μεγίστης–Ελαχίστης τιµής και της Συνεκτικότητας, ή των 
Ενδιαµέσων Τιµών. Έτσι, το Θεώρηµα αυτό εµφανίζεται στο [12] (σελ. 
143), ως Πόρισµα των παραπάνω, αλλά δεν αναφέρεται καθόλου στο 
[21], ενώ στο [6] αναφέρεται µόνο σαν σχόλιο ([6], σελ. 195 – βλέπε και 
Παράρτηµα Α).  

 
Θεώρηµα 3.2.7 (Θεώρηµα συµπάγειας): Η εικόνα ενός κλειστού και 

φραγµένου διαστήµατος µέσω µιας συνεχούς συνάρτησης είναι ένα κλειστό 
και φραγµένο διάστηµα. 

 
∆ηλαδή, σε συνδυασµό µε το προηγούµενο Θεώρηµα, ισχύει ότι αν 

∆=[a,b] και ξ1,ξ2 είναι σηµεία του ∆, στα οποία η f παίρνει ελάχιστη και 
µέγιστη τιµή, αντίστοιχα, τότε f(∆)=[f(ξ1),f(ξ2)]. ∆ιαφορετικά, αν m και 
M είναι αντίστοιχα, η ελάχιστη και η µέγιστη τιµή της f στο ∆, τότε 
έχουµε ότι f(∆)=[m, M].  
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Για το επόµενο Θεώρηµα θα πούµε περισσότερα παρακάτω, στην 
παράγραφο 3.4 των βασικών Θεωρηµάτων των Ολοκληρωµάτων.   

 
Θεώρηµα 3.2.8 (Συνέχεια και ολοκλήρωµα): Έστω f∈C(∆), ∆=[a,b]. 

Τότε έχουµε ότι: 
• Η f είναι ολοκληρώσιµη (Riemann) στο ∆.     
• Η f έχει παράγουσα F στο ∆ και µάλιστα F(x)=

x

a
f ( t )dt∫ , για 

κάθε x στο ∆ (τότε, F′(x)=f(x) για κάθε x στο ∆ - Πρώτο 
Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού).  

• Αν F είναι µία οποιαδήποτε παράγουσα της f στο ∆, τότε 

αληθεύει ότι 
b

a

f ( x )dx∫ =F(b)-F(a) (απλή ειδική περίπτωση του 

∆εύτερου Θεµελιώδους Θεωρήµατος του Απειροστικού 
Λογισµού).  

 
Τα επόµενα τρία θεωρήµατα δεν τα συναντάει κανείς στα Σχολικά 

βιβλία. Ανήκουν περισσότερο στην ύλη ενός µαθήµατος Ανάλυσης, που 
ακολουθεί µετά από ένα µάθηµα Στοιχειώδους Λογισµού. Έχουµε όµως 
την γνώµη ότι, τουλάχιστον τα δύο πρώτα εξ’ αυτών, πρέπει οπωσδήποτε 
να τα ξέρει καλά ένας καθηγητής του Λυκείου και ας είναι θέµατα τα 
οποία δεν πρόκειται ποτέ να θίξει στα µαθήµατά του. Ο ίδιος όµως, 
πρέπει για παράδειγµα, να γνωρίζει ότι το πρώτο από αυτά είναι το 
«κλειδί» της απόδειξης του πρώτου ισχυρισµού του παραπάνω 
Θεωρήµατος 3.2.8 (βλέπε σελίδα 97) , ενώ το δεύτερο είναι το «µέσον» 
για την κατασκευή κατάλληλων παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων.  

 
Θα χρειαστούµε όµως πρώτα δύο ορισµούς.  
 
Έστω f µία συνάρτηση ορισµένη σε ένα υποσύνολο Ε του . Θα λέµε 

ότι η  f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο Ε, αν και µόνο αν,  
∀ε>0 ∃  δ=δ(ε)>0, ώστε ∀x,y∈Ε µε x y− <δ, f ( x ) f ( y )− <ε. 

 
Έστω {fn}, n=1,2,3,…, µία ακολουθία συναρτήσεων ορισµένων σε ένα 

σύνολο Ε. Θα λέµε ότι η {fn} συγκλίνει οµοιόµορφα προς µια συνάρτηση f 
στο Ε, αν και µόνο αν, για κάθε ε>0, υπάρχει φυσικός αριθµός Ν, ώστε για 
κάθε φυσικό αριθµό n µε n≥N, να ισχύει ότι nf ( x ) f ( x )− <ε, για κάθε 
x∈E.  



 - 42 -

 
Μπορούµε τώρα να δούµε τα τρία αυτά τελευταία Θεωρήµατα. 
 
Θεώρηµα 3.2.9: Έστω ∆=[a,b] και f∈C(∆). Τότε η συνάρτηση f είναι 

οµοιόµορφα συνεχής στο ∆.  
 
Κάποιες αποδείξεις του Θεωρήµατος αυτού θα δούµε στο Θεώρηµα  

5.2.ii παρακάτω στην παράγραφο 5.2.1. Άλλες αποδείξεις µπορεί να δει ο 
αναγνώστης στα συγγράµµατα της βιβλιογραφίας µας ([31], σελ. 158, 
[39], σελ. 333, [40], σελ. 138, και [43], σελ. 117).   

 
Θεώρηµα 3.2.10: Αν µία ακολουθία 1n n{ f }∞= , συνεχών συναρτήσεων 

σε ένα διάστηµα ∆, συγκλίνει οµοιόµορφα στη συνάρτηση f στο ∆, τότε η f 
είναι συνεχής στο ∆, ή, όπως λέµε καµιά φορά, η Άλγεβρα C(∆) είναι 
οµοιόµορφα κλειστή.  

 
Η απόδειξη αυτού του Θεωρήµατος είναι πολύ απλή και γι’ αυτό δεν 

υπάρχει λόγος να παραπέµψουµε στην βιβλιογραφία. Αρκεί κανείς να 
χρησιµοποιήσει την επόµενη προφανή ανισότητα  

 
0 n n n 0 n 0f (x) f (x ) f (x) f (x) f (x) f (x ) f (x ) f (x )− ≤ − + − + − 0   

 
και τους ορισµούς της οµοιόµορφης σύγκλισης των fn στην f και της 
συνέχειας των fn.  
  

Θεώρηµα 3.2.11 (Προσεγγιστικό Θεώρηµα Weierstrass): Έστω 
f∈C([a,b]). Τότε,  υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων Ρn(x), n∈ , ώστε 

Ρ
n
lim
→∞

n=f οµοιόµορφα στο ∆=[a,b]. Λέµε τότε ότι τα πολυώνυµα είναι 

πυκνά στον χώρο C([a,b]), ή ότι ο χώρος C([a,b]) είναι η οµοιόµορφη 
κλειστότητα του συνόλου των πολυωνύµων στο ∆. 

 
Απόδειξη του Θεωρήµατος αυτού, αλλά και της γενίκευσής του 

(Θεώρηµα Stone-Weierstrass), θα βρει ο αναγνώστης στο [40], σελ. 242. 
Άλλες αποδείξεις του υπάρχουν στο [31], Τόµος ΙΙβ, σελ. 579 και µετά.  
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3.3. ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 
 
Στην παράγραφο αυτή θα δούµε τα σηµαντικότερα Θεωρήµατα των 

παραγώγων. Θεωρούµε εδώ και πάλι, συναρτήσεις που είναι ορισµένες 
σε ένα διάστηµα ∆ και θα συµβολίζουµε µε D(∆) το σύνολο εκείνων των 
συναρτήσεων, που είναι παραγωγίσιµες στο ∆.    

 
Το πρώτο Θεώρηµα, που δείχνει πόσο ουσιαστικός είναι ο ρόλος της 

συνέχειας για την ύπαρξη παραγώγου, αποδεικνύεται σε όλα τα Σχολικά 
βιβλία Ανάλυσης. Η απόδειξή του είναι απλή εφαρµογή του ορισµού της 
παραγώγου και των ιδιοτήτων των ορίων.  

 
Θεώρηµα 3.3.1: Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x, τότε είναι και 

συνεχής στο x. Συνεπώς, το σύνολο D(∆) είναι υποσύνολο του C(∆). 
 
Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει, µε προφανές 

αντιπαράδειγµα την f(x)= x , η οποία είναι µεν συνεχής, αλλά όχι και 
παραγωγίσιµη στο x=0.  

Τονίζουµε επίσης εδώ, ότι η συνέχεια µιας συνάρτησης, σε ένα 
σηµείο x0, εξασφαλίζεται και µε λιγότερες προϋποθέσεις. Πραγµατικά, 
ισχύει ότι για να έχουµε συνέχεια στο x0, αρκεί η ύπαρξη των πλευρικών 
παραγώγων στο x0 (δηλαδή, τα πλευρικά όρια του λόγου µεταβολής της 
συνάρτησης στο x0 να είναι πραγµατικοί αριθµοί, ακόµη και αν αυτοί 
είναι διαφορετικοί µεταξύ τους). Τα σηµεία αυτά λέγονται πολλές φορές 
γωνιακά. Για την απόδειξη του ισχυρισµού αυτού, αρκεί να επαναλάβει 
κανείς δύο φορές την απλή απόδειξη του προηγουµένου Θεωρήµατος, 
χωριστά για κάθε µία πλευρική παράγωγο.  

 
Θεώρηµα 3.3.2: Έστω f,g∈D(∆) και λ, µ πραγµατικοί αριθµοί. Τότε 

έχουµε ότι:    
(α) Το D(∆) εφοδιασµένο µε τις πράξεις της πρόσθεσης συναρτήσεων και 
του πολλαπλασιασµού αριθµού επί συνάρτηση είναι ένας Γραµµικός 
Χώρος πάνω από το  (όπως και το C(∆)), δηλαδή, λf+µg∈D(∆) και 
µάλιστα ισχύει ότι (λf+µg)′=λf′+µg′.   
(β) fg∈D(∆) και µάλιστα ισχύει ότι (fg)′=f′g+fg′.   

 
Το (α) του Θεωρήµατος αυτού, προκύπτει και πάλι άµεσα από τον 

ορισµό της παραγώγου και τις ιδιότητες των ορίων. Το (β), απαιτεί και το 
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προηγούµενο Θεώρηµα, που εξασφαλίζει την συνέχεια των συναρτήσεων 
µας και επιπλέον, το πολύ διδακτικό τέχνασµα, της προσθαφαίρεσης µιας 
κατάλληλης ποσότητας στον αριθµητή του λόγου µεταβολής της fg 
(βλέπε και Παράρτηµα Β, σελ. I–II, XV–XVI, XXVI–XXVII).   

 
Σηµείωση: Εδώ µπορούµε να σηµειώσουµε ότι στο [12] αναφέρεται 

ότι οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις µε κοινό πεδίο ορισµού το διάστηµα ∆ 
αποτελούν (όπως και το C(∆)) δακτύλιο ως προς την πρόσθεση και τον 
πολλαπλασιασµό συναρτήσεων. Μάλιστα αναφέρεται ότι αποτελούν 
υποδακτύλιο του δακτυλίου των συνεχών συναρτήσεων µε το ίδιο πεδίο 
ορισµού (βλέπε και Παράρτηµα Β, σελίδα III), όπως προκύπτει και από 
το Θεώρηµα 3.2.1.  

  
Θεώρηµα 3.3.3: Αν f, g∈D(∆) και g(x)≠ 0, για κάθε x∈∆, τότε και 

1
g

, f
g
∈D(∆) και µάλιστα ισχύει ότι ( 1

g
)′=− 2

g'
g

, ( f
g

)′= 2

f ' g fg'
g
− . 

 
Και αυτού του Θεωρήµατος η απόδειξη βασίζεται στον ορισµό της 

παραγώγου, τις ιδιότητες των ορίων καθώς και την συνέχεια της g. Στα 
Σχολικά βιβλία, υπάρχει η απόδειξή του στα [44] σελ. 121, [45] σελ. 119 
και [12] σελ. 176, ενώ στα [21] και [6], η απόδειξη παραλείπεται. 

Συνήθως, πρώτα αποδεικνύεται η παραγωγισιµότητα της 1
g

, και µετά της 

f
g

, την οποία θεωρούµε ως γινόµενο των f και 1
g

 και εφαρµόζουµε το (β) 

του προηγουµένου Θεωρήµατος (βλέπε και Παράρτηµα Β, σελ. III–IV). 
  
Θεώρηµα 3.3.4 (κανόνας της αλυσίδας): Έστω f∈D(∆) και έστω ότι  

Ι είναι ένα διάστηµα µε f(∆) Ι. Αν g:Ι  είναι µία παραγωγίσιµη 
συνάρτηση, τότε, g f∈D(∆) και ισχύει ότι (g f)′(x)= g′[f(x)]f′(x), για κάθε 
x του ∆.       

⊆ →

 
Το σηµαντικό αυτό Θεώρηµα έχει στα παλαιότερα Σχολικά βιβλία, 

[44], [45] και [12], µια µακροσκελέστατη απόδειξη, η οποία όµως, είναι 
σε όλα µε αστερίσκο, δηλαδή εκτός ύλης (βλέπε και Παράρτηµα Β, σελ.  
V), ενώ στα νεώτερα [21] και [6], η απόδειξη παραλείπεται. Στα επόµενα 
Κεφάλαια της εργασίας µας, θα δώσουµε απλούστερες αποδείξεις όλων 
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των προηγούµενων Θεωρηµάτων, καθώς και του εποµένου, µε χρήση της 
παρατήρησης του Καραθεοδωρή.  

 
Θεώρηµα 3.3.5: Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και 1-1 στο ανοικτό 

διάστηµα ∆, που περιέχει το c, και επιπλέον υπάρχει η f′(c) και ισχύει ότι  
f′(c) 0, τότε η g=f ≠ -1  είναι παραγωγίσιµη στο d=f(c) και g′(d)=[f′(c)]-1. 

 
Απόδειξη του Θεωρήµατος αυτού µπορεί να βρει ο αναγνώστης στα 

[31] σελ. 339, [39] σελ. 107 και [43] σελ. 199. Η απόδειξη, αν και κάπως 
σύντοµη, εντούτοις κάνει ουσιαστική χρήση πολλών συµπερασµάτων 
από τα Θεωρήµατα, τα οποία έχουµε δει µέχρι τώρα. Σε µερικές από τις 
αποδείξεις αυτές, εξετάζεται και το τι συµβαίνει όταν f ′(c)=0, πέρα από 
το ότι η αντίστροφη συνάρτηση δεν είναι τότε παραγωγίσιµη στο σηµείο 
c. Το Θεώρηµα αυτό δεν αναφέρεται στα Σχολικά βιβλία Ανάλυσης.  

 
Στα επόµενα τέσσερα Θεώρηµα, συµπεριλαµβάνουµε τα Θεµελιώδη 

Θεωρήµατα του ∆ιαφορικού Λογισµού και κάποιες από τις εφαρµογές 
τους. Σχεδόν όλα, µε τις αποδείξεις τους, ή, τουλάχιστον µε αρκετά 
εκτεταµένους σχολιασµούς, αναφέρονται στα διάφορα Σχολικά βιβλία 
της βιβλιογραφίας µας. Βλέπε επίσης και τα άρθρα [13], [26], [38]. Σε 
πια ακριβώς από τα νεώτερα Σχολικά βιβλία, [12], [21] και [6], υπάρχουν 
αποδείξεις τους, ή απλώς σχόλια, µπορεί ο αναγνώστης να δει στο 
Παράρτηµα Β, γι’ αυτό και δεν θα επεκταθούµε σε πολλές-πολλές 
περαιτέρω διευκρινήσεις παρακάτω.   

 
Θεώρηµα 3.3.6 (Θεώρηµα Fermat): Αν η συνάρτηση f, ορισµένη στο 

διάστηµα ∆, παρουσιάζει τοπικό ακρότατο  στο εσωτερικό σηµείο x0 του ∆ 
και η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε f′(x0)=0.   
 

Θεώρηµα 3.3.7 (Rolle και Μέσης Τιµής): Αν η συνάρτηση f είναι: 
• συνεχής στο κλειστό διάστηµα [a,b] και   
• παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα (a,b), τότε:  

 
(Θ. Rolle) Αν επιπλέον f(a)=f(b), τότε υπάρχει ξ∈(a,b), ώστε f′(ξ)=0. 
 
(Θ.Μ.Τ. κατά Lagrange) Yπάρχει ξ∈(a,b), ώστε f(b)-f(a)=f′(ξ)(b-a). 
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(Θ.Μ.Τ. κατά Cauchy) Αν και η συνάρτηση g, είναι, όπως και η f, συνεχής 
στο [a,b] και παραγωγίσιµη στο (a,b), τότε υπάρχει ξ∈(a,b), ώστε: 

[f(b)-f(a)]g′(ξ)=[g(b)-g(a)]f′(ξ). 
 

Το Θεώρηµα αυτό µας δίνει τώρα την δυνατότητα να διερευνήσουµε 
περαιτέρω την σχέση µεταξύ συνέχειας, παραγώγου και ορίου. Είδαµε 
ήδη, ότι από µόνη της η συνέχεια µιας συνάρτησης σε ένα σηµείο x0, δεν 
εξασφαλίζει την ύπαρξη παραγώγου στο σηµείο αυτό. Όµως τώρα, 
µπορεί κανείς να βεβαιωθεί για την αλήθεια των επόµενων, περισσότερο 
διαφωτιστικών, ισχυρισµών:  

 
Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο (a,x0) (x∪ 0,b), τότε:  
(α) Η  συνέχεια της f  στο x0, δεν συνεπάγεται υποχρεωτικά την 

ύπαρξη της  f′(x0). 
(β) Επίσης, αν 

0x x
lim f '( x )
→

= , δεν έπεται υποχρεωτικά ότι υπάρχει και 

η f′(x0). 
(γ) Όµως, αν η f είναι συνεχής στο x0 και , τότε 

υποχρεωτικά ισχύει και ότι f′(x
0x x

lim f '( x )
→

=

0)= .   
    
Θεώρηµα 3.3.8: (α) Αν f∈D(∆) και f′(x)=0, για κάθε x∈∆, τότε η f 

είναι σταθερή στο ∆, ή, αν δύο συναρτήσεις έχουν ίσες παραγώγους σε ένα 
διάστηµα ∆, τότε διαφέρουν στο ∆  κατά µία σταθερά.  

 (β) Έστω f∈D(∆). Αν f′(x) 0 (≥ ≤0), ∀x∈∆, τότε η f είναι αύξουσα 
(αντιστοίχως φθίνουσα) στο ∆ και αντίστροφα.  

 (γ) Αν f∈D(∆) και f′(x)>0 (<0), ∀x∈∆, τότε η f είναι γνησίως 
αύξουσα (αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα) στο ∆.  

 
Σηµείωση: Τονίζουµε εδώ ότι, στο προηγούµενο Θεώρηµα, το ότι το 

∆ είναι διάστηµα, είναι ουσιαστικό (γι’ αυτό και η υπογράµµιση στο (α) 
του Θεωρήµατος). Μάλιστα, ο αναγνώστης καλείται να δει την πιο 
προσεκτική διατύπωση των παραπάνω προτάσεων στα νεώτερα Σχολικά 
βιβλία, [21] και [6], στο Παράρτηµα Β, σελ. XXIII και XXXI. Επίσης, 
στο (γ) η αντίστροφη κατεύθυνση δεν ισχύει. Η συνάρτηση f(x)=x3 είναι 
ένα συνηθισµένο αντιπαράδειγµα. Αυτή, παρότι η παράγωγός της στο 
x0=0, ισούται µε µηδέν, εντούτοις, ως γνωστόν είναι γνησίως αύξουσα 
στο . Γενικότερα, η πρώτη παράγωγος µπορεί να µηδενίζεται σε 
µεµονωµένα σηµεία του ∆ και στα υπόλοιπα να διατηρεί πρόσηµο. Τότε 
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η συνάρτησή µας είναι γνησίως µονότονη στο ∆ (γνησίως αύξουσα-
γνησίως φθίνουσα, αναλόγως του προσήµου της παραγώγου).  

 
Θεώρηµα 3.3.9 (Κριτήρια τοπικών ακροτάτων):  Για µια συνάρτηση 

f, έχουµε τα επόµενα κριτήρια τοπικών ακροτάτων µε χρήση παραγώγων: 
 
(Πρώτης παραγώγου) Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο (a,x0) (x∪ 0,b) 

και συνεχής στο x0, τότε:  
(α) Αν f′(x)>0, 0∀ ∈x ( a,x )  και f′(x)<0, 0∀ ∈x ( x ,b ) , τότε το f(x0) 

είναι τοπικό µέγιστο της f.  
(β) Αν f′(x)<0, 0∀ ∈x ( a,x )  και f′(x)>0, 0∀ ∈x ( x ,b ) , τότε το f(x0) 

είναι τοπικό ελάχιστο της f.   
 
(∆εύτερης παραγώγου) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο 

διάστηµα ∆ και x0 είναι ένα εσωτερικό σηµείο του ∆, για το οποίο ισχύει 
f′(x0)=0 και υπάρχει η f″(x0), τότε: 

(α) Αν f″(x0)<0, τότε το f(x0) είναι τοπικό µέγιστο της f. 
(β) Αν f″(x0)>0, τότε το f(x0) είναι τοπικό ελάχιστο της f. 
 
 Παρατήρηση: Για το προηγούµενο Θεώρηµα ακολουθήσαµε την 

διατύπωση των νεωτέρων Σχολικών βιβλίων (βλέπε [21] και [6]), όµως 
αδυνατούµε να καταλάβουµε, γιατί οι ανισότητες στα (α) και (β) του 
Κριτηρίου της πρώτης παραγώγου, απαιτούνται γνήσιες. Αντιθέτως, 
λαµβάνοντας υπ’ όψιν και τους ορισµούς των τοπικών ακροτάτων στα 
βιβλία αυτά, πιστεύουµε ότι το σωστό είναι οι ανισότητες αυτές να είναι 
µη-γνήσιες, όπως π.χ. στο [12], σελ. 202.  

 
Το επόµενο Θεώρηµα δεν υπάρχει σε κανένα από τα Σχολικά βιβλία 

µας. Απόδειξή του µπορεί να βρει ο αναγνώστης στα [22], σελ. 10, [31], 
ΤόµοςΙΙα, σελ. 6, [39], σελ. 325 και [40], σελ. 164, αλλά και εµείς θα το 
αποδείξουµε παρακάτω. Ο λόγος για τον οποίο το αναφέρουµε εδώ, είναι 
διότι περιγράφει µία χαρακτηριστική ιδιότητα των παραγώγων, δηλαδή, 
το ότι η παράγωγος µιας συνάρτησης σε ένα διάστηµα ∆, ικανοποιεί στο 
∆ το συµπέρασµα του Θεωρήµατος των ενδιαµέσων τιµών, ή ισοδύναµα, 
είναι Darboux συνεχής στο ∆. Η ιδιότητα αυτή µπορεί εύκολα να 
παραπλανήσει κανένα και ιδιαίτερα τους µαθητές του Λυκείου και να 
τους δώσει την εντύπωση, ή ακόµα και να τους κάνει να πιστέψουν ότι 
κάθε συνάρτηση, που είναι παράγωγος µιας άλλης, υποχρεωτικά είναι 
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συνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της (εξάλλου, υπάρχουν και 
διάφορες σχετικές αποδείξεις, οι οποίες φυσικά είναι όλες λάθος, όπως 
π.χ. η επόµενη:  

0 0

0
0

0
x x x x

f ( x ) f ( x )f '( x ) lim lim f '( x )
x x→ →

−
= =

−
, 

η οποία χρησιµοποιεί τον κανόνα του De l’ Hospital, χωρίς να έχει 
εξασφαλίσει εκ των προτέρων, ότι υπάρχει το τελευταίο όριο).   

Αυτά συµβαίνουν διότι αν για την f ′ ισχύει το Θεώρηµα ενδιαµέσων 
τιµών στο διάστηµα ∆, τότε αυτή, αν έχει ασυνέχεια στο σηµείο x0 του ∆, 
αυτή θα είναι ουσιώδης ασυνέχεια. Όµως, στο Λύκειο σήµερα, δεν 
διδάσκονται παραδείγµατα συναρτήσεων µε τέτοιου είδους ασυνέχεια, αν 
και παλιότερα υπήρχαν, π.χ. η άσκηση 40, στην σελίδα 154 του [12], ή το 
επόµενο παράδειγµα της σελίδας 157 του [21]:  

 

Αν f(x)=x2ηµ 1
x

, όταν x≠ 0 και f(0)=0, τότε έχουµε παράγωγο την  

f ' (x)=2xηµ 1
x

–συν 1
x

, για x≠ 0   και (0)=0.  f '

 
Η παράγωγος αυτή, έχει ουσιώδη ασυνέχεια στο µηδέν, καθώς το 

όριό της στο µηδέν δεν υπάρχει. Ερχόµαστε τώρα στο ίδιο το Θεώρηµα.  
 
Θεώρηµα 3.3.10: Αν f∈D(∆), τότε η f′  είναι Darboux συνεχής στο ∆,   

δηλαδή, για κάθε α,β στο ∆ και για κάθε γ µεταξύ των f′(α) και f′(β), 
υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ µεταξύ των α και β, ώστε f′(ξ)=γ.  

    
Απόδειξη:  
 
Χωρίς περιορισµό της γενικότητας, υποθέτουµε ότι ισχύει                 

(α)<γ< (β). Θεωρούµε την συνάρτηση g(x)=f(x)-γx, η οποία είναι 
συνεχής στο [α,β], άρα, από το Θεώρηµα µέγιστης και ελάχιστης τιµής, 
θα υπάρχει ξ στο [α,β], ώστε g(ξ)=min{g(x): x στο [α,β]}. Όµως,  
g′(x)=f ' (x)-γ, οπότε g′(α)=f ' (α)-γ<0, g′(β)= (β)-γ>0, απ’ όπου 
προκύπτει εύκολα ότι το ξ ανήκει στο ανοικτό διάστηµα (α,β). Τότε, από 
το Θεώρηµα του Fermat έχουµε ότι g′(ξ)=0, δηλαδή (ξ)=γ, όπως 
θέλαµε. 

f ' f '

f '

f '
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 Κλείνουµε και την παράγραφο αυτή µε µία Πρόταση, που επίσης 
δεν υπάρχει στα Σχολικά βιβλία της Ανάλυσης, αλλά που είναι χρήσιµη 
σε πολλές περιπτώσεις και που θα χρειαστεί και σε εµάς αργότερα.  

 
 Πρόταση 3.3.11: Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 

ενός διαστήµατος ∆=[a,b], τότε:  
Για κάθε ε>0, υπάρχει δ>0, ώστε, για κάθε x,y στο ∆, 

µε x y και x≠ 0–δ<x≤ x0≤ y<x0+δ να ισχύει ότι: 

0
−

−
−

f ( y ) f ( x ) f '( x )
y x

<ε. 

 
Απόδειξη:  
Έστω ε>0. Από τους ορισµούς του ορίου και της παραγώγου, έπεται 

ότι υπάρχει δ>0, ώστε, για κάθε x,y στο ∆, µε x0–δ<x≤ x0≤ y<x0+δ, να 
έχουµε ότι (το «=» ισχύει παρακάτω, µόνο όταν x=x0, y=x0):  

 
0 0 0f (x ) f (x) f '(x )(x x) (x x− − − ≤ ε −0 )     και  

 
0 0 0f (y) f (x ) f '(x )(y x ) (y x )− − − ≤ ε − 0 . 

 
       Τότε, αν x≠ y, η µία τουλάχιστον των παραπάνω ανισοτήτων είναι 
γνήσια, οπότε προσθέτοντας τις ανισότητες αυτές και εφαρµόζοντας την 
τριγωνική ανισότητα, έχουµε άµεσα το ζητούµενο.  
 

 
 
        3.4. ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ 

 
Με το Κεφάλαιο της Ολοκλήρωσης κλείνουν όλα τα Σχολικά βιβλία 

της Ανάλυσης. Έτσι και εµείς εδώ, θα κλείσουµε το Κεφάλαιο αυτό, 
παρουσιάζοντας τα σηµαντικότερα θεωρήµατα των ολοκληρωµάτων. Στα 
επόµενα, θα συµβολίζουµε το σύνολο των (Riemann) ολοκληρωσίµων 
συναρτήσεων σε ένα διάστηµα ∆=[a,b] µε R(∆), ή µε R([a,b]).  

 
 Υπενθυµίζουµε ότι στο Λύκειο διδάσκεται µόνο το ορισµένο 

ολοκλήρωµα συνεχούς συνάρτησης, γι’ αυτό και στα διάφορα Σχολικά 
βιβλία, η ύλη έχει προσαρµοστεί έτσι που να καλύπτει µόνο αυτή την 
ειδική περίπτωση (βλέπε και Παράρτηµα Γ). Στην γενική πάντως 
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περίπτωση, τα επόµενα Θεωρήµατα σε συνδυασµό µε τα Θεωρήµατα των 
προηγουµένων παραγράφων, µας εξασφαλίζουν ότι ο χώρος R(∆) (που 
είναι και δακτύλιος κ.λπ.) συνδέεται µε τους προηγούµενους γνωστούς 
µας χώρους, C(∆) και D(∆), ως εξής:   

 
D(∆) C(∆) R(∆)  ⊂ ⊂

 
και επιπλέον, οι παραπάνω εγκλεισµοί είναι γνήσιοι.   

 
Θεώρηµα 3.4.1: Έστω f,g∈R([a,b]). Τότε έχουµε ότι:  
(α) Αν λ,µ είναι δύο πραγµατικοί αριθµοί, τότε το σύνολο R([a,b]), 

εφοδιασµένο µε τις γνωστές πράξεις της πρόσθεσης συναρτήσεων και του 
πολλαπλασιασµού αριθµού επί συνάρτηση, είναι ένας Γραµµικός Χώρος 
πάνω από το , δηλαδή:    

λf+µg∈R([a,b]) και µάλιστα  ισχύει ότι  
b b

a a

( f g ) f g
b

a

λ µ λ µ+ = +∫ ∫ ∫ . 

(β) fg∈R([a,b]) (οπότε, ο χώρος R([a,b]) είναι και ∆ακτύλιος κ.λπ.). 

(γ) Αν ≥g( x ) c >0, για κάθε x στο [a,b], τότε ∈
1 f,
g g

R([a,b]).  

 
Για συνεχείς συναρτήσεις, το (α) του Θεωρήµατος αυτού, βρίσκεται 

σε όλα τα Σχολικά βιβλία. Στα παλαιότερα από αυτά, [44] και [45] (σελ. 
155), αποδεικνύεται µε χρήση αρχικών συναρτήσεων (αφού, ο ορισµός 
του ολοκληρώµατος εκεί, είναι διαφορετικός όπως έχουµε δει). Στο [12], 
σελ. 235 και στο [21], σελ.237, βρίσκουµε επίσης αποδείξεις του (α). Στο 
[6] τέλος, σελ. 332, απλά αναφέρεται το (α) χωρίς να αποδεικνύεται 
(βλέπε και Παράρτηµα Γ). Για την γενική περίπτωση, ο αναγνώστης 
παραπέµπεται στα συγγράµµατα [31], [39], [40] και [43].  

 
Tο (β), δεν υπάρχει στα Σχολικά βιβλία. Στο [40], αποδεικνύεται 

πρώτα (σελ. 199) ότι αν f∈R([a,b]), τότε και 2f ∈R([a,b]) και κατόπιν η 

fg= 1
4

[(f+g)2-(f-g)2] µας δίδει το ζητούµενο, µε την βοήθεια, βέβαια, του 

προηγούµενου Θεωρήµατος. Στο [31] (Τόµος Ι, σελ. 223) αποδεικνύεται 
µε χρήση του Κριτηρίου ολοκληρωσιµότητας της παραγράφου 3.1.3, ενώ 
στα [39] και [43] αφήνεται ως άσκηση. Μια σηµαντική διαφορά του (β), 
από το ανάλογό του Θεώρηµα 3.3.2(β) για παραγώγους, είναι το ότι εδώ 
ναι µεν αποδεικνύεται η ολοκληρωσιµότητα της fg στο [a,b], όταν οι f 
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και g ανήκουν στο R([a,b]), αλλά σε αντίθεση µε την παράγωγο του 
γινοµένου fg, που δίνεται από ένα τύπο συναρτήσει των παραγώγων των 
f και g, το ολοκλήρωµα της fg δεν δίνεται από κανένα τέτοιο τύπο. Ούτε 
µπορεί να υπολογισθεί από τα ολοκληρώµατα των f και g στο διάστηµα 
[a,b], εκτός ίσως από πολύ ειδικές περιπτώσεις (π.χ. η µία των 
συναρτήσεων να είναι σταθερή). Εντούτοις, ένα συνηθισµένο λάθος, που 
βλέπει συχνά κανείς είναι το επόµενο: «το ολοκλήρωµα του γινοµένου 
(πηλίκου) δύο συναρτήσεων ισούται µε το γινόµενο (πηλίκο) των 
ολοκληρωµάτων τους». Βέβαια, το µειονέκτηµα της µη ύπαρξης τύπου 
για το ολοκλήρωµα του γινοµένου δύο συναρτήσεων, ουσιαστικά 
εξαφανίζεται µε την Μέθοδο ολοκλήρωσης κατά µέρη ή κατά παράγοντες, 
για την οποία όµως δεν θα επεκταθούµε άλλο εδώ.  

 
Τέλος, το (γ), όχι µόνο δεν υπάρχει στα Σχολικά βιβλία, αλλά 

σπάνια θα το βρει κανείς και σε άλλα συγγράµµατα (για µία απόδειξή 
του, πάλι µε το Κριτήριο ολοκληρωσιµότητας, βλέπε [31], Τόµος Ι, σελ. 
224). Να τονίσουµε εδώ, ότι αν δύο συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιµες σε 
ένα διάστηµα ∆, δεν υπάρχει Θεώρηµα ανάλογο των Θεωρηµάτων 
3.2.1(γ) και 3.3.3, για το πηλίκο τους (π.χ. η συνάρτηση g(x)=x, για x στο 
(0,1] και g(0)=1, είναι διάφορη του µηδενός και ολοκληρώσιµη στο [0,1], 
αλλά η 1/g δεν είναι ολοκληρώσιµη στο [0,1], αφού δεν είναι φραγµένη). 
Όσον αφορά τα ανάλογα των Θεωρηµάτων 3.2.3 και 3.3.4, για την 
σύνθεσή τους, αυτή µπορεί επίσης να µην είναι ολοκληρώσιµη στο ∆ 
συνάρτηση (βλέπε [31], Τόµος Ι, Παράδειγµα, σελ. 238 και [43], άσκηση 
36, σελ. 231). Μία περίπτωση, που η σύνθεση f g  δύο ολοκληρωσίµων 
συναρτήσεων, είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση, είναι η περίπτωση κατά 
την οποία η συνάρτηση f είναι συνεχής (βλέπε [31], Τόµος Ι, σελ. 237).  
Στις περιπτώσεις πάντως, που το ολοκλήρωµα του πηλίκου ή της 
σύνθεσης συναρτήσεων υπάρχει, ο υπολογισµός του επιτυγχάνεται 
συνήθως µε την βοήθεια κάποιας Μεθόδου ολοκλήρωσης, π.χ. µε ανάλυση 
σε Απλά κλάσµατα, την Μέθοδο αλλαγής µεταβλητής ή αντικατάστασης 
κ.λπ., αλλά, για όλα αυτά δεν θα υπεισέλθουµε και πάλι σε λεπτοµέρειες.    

 
Το επόµενο Θεώρηµα ισχύει και γενικότερα για τρία (και επαγωγικά 

για παραπάνω) τυχαία σηµεία, που ανήκουν σε ένα διάστηµα  στο οποίο 
η συνάρτησή µας είναι ολοκληρώσιµη.  
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Θεώρηµα 3.4.2: Αν a<c<b, τότε η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a,b], αν 
και µόνο αν, η f είναι ολοκληρώσιµη στα [a,c] και [c,b]. Στην περίπτωση 

αυτή ισχύει και το ότι 
b

a

f∫ =
c

a

f∫ +
b

c

f∫ .  

 
Σε όλα τα Σχολικά βιβλία το Θεώρηµα αυτό αναφέρεται, αλλά χωρίς 

την απόδειξή του. Ο αναγνώστης µπορεί να βρει αποδείξεις του στα 
διάφορα συγγράµµατα της βιβλιογραφίας µας.   

 
Το επόµενο Θεώρηµα µας εξασφαλίζει, µεταξύ άλλων, ότι υπάρχουν 

πάρα πολλές συναρτήσεις, που είναι Riemann ολοκληρώσιµες.   
 
Θεώρηµα 3.4.3: Έστω ∆=[a,b]. Τότε: 
(α) Κάθε µονότονη στο ∆ συνάρτηση, είναι ολοκληρώσιµη στο ∆.  
(β) Κάθε συνεχής στο ∆ συνάρτηση, είναι ολοκληρώσιµη στο ∆.  

       (γ)  Αν αλλάξουµε την τιµή µιας ολοκληρώσιµης στο ∆ συνάρτησης σε 
ένα σηµείο (και επαγωγικά σε πεπερασµένο πλήθος σηµείων), τότε η νέα 
συνάρτηση είναι ολοκληρώσιµη στο ∆ και έχει το ίδιο ολοκλήρωµα µε την 
αρχική.   
       (δ) Για f,g∈R(∆), έχουµε ότι και οι συναρτήσεις:  
|f|, max{f,g}, min{f,g}, f +=max{f,0} και f -=max{–f,0}=–min{f,0}, είναι 
ολοκληρώσιµες στο ∆. Επίσης ισχύει ότι:  

b

a

f∫ ≤
b

a

f sup{ f ( x ) : a x b }( b a )≤ ≤ ≤ −∫ .  

 
Από το Θεώρηµα αυτό µόνο το (β) (χωρίς απόδειξη) και µέρος του 

(δ) αναφέρεται στα Σχολικά βιβλία (βλέπε Παράρτηµα Γ). Για τα 
υπόλοιπα παραπέµπουµε στα διάφορα συγγράµµατα της βιβλιογραφίας 
µας. Για άλλες αποδείξεις του (β), βλέπε παράγραφος 5.2.1 παρακάτω. 
Στο σηµείο αυτό, ας τονίσουµε ότι η τελευταία ανισότητα, στο (δ) του 
παραπάνω Θεωρήµατος, αληθεύει για ολοκληρώσιµες συναρτήσεις όταν 

. Για a>b, το δεύτερο µέλος της είναι αρνητικό, συνεπώς η 
ανισότητα όπως έχει δεν αληθεύει, ισχύει όµως τότε ότι:  
a b≤

 
b

a

f∫ ≤
b

a

f sup{ f ( x ) : a x b }( a b )≤ ≤ ≤ −∫ . 
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Στο επόµενο Θεώρηµα συµπεριλαµβάνουµε και το λεγόµενο 
Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Ολοκληρωτικού Λογισµού (περιπτώσεις (β) 
και (γ)). Στην µορφή (β), αποδεικνύεται σε όλα τα Σχολικά βιβλία ([44] 
σελ. 156, [45] σελ. 155, [12] σελ. 239, [21] σελ. 242 και στο [6], σελ. 340 
(βλέπε και Παράρτηµα Γ, σελ. IV, XI–XII, XIX).  

  
Θεώρηµα 3.4.4: Αν f,g∈R([a,b]), τότε έχουµε ότι:  
 
(α) Αν m≤ f(x) M, για κάθε x≤ ∈[a,b], τότε υπάρχει αριθµός µ στο 

[m,M], ώστε 
b

a

f ( x )dx∫ =(b–a)µ, ή ισοδύναµα, m(b-a)≤
b

a

f∫ ≤M(b–a). 

Ειδικότερα, αν f(x) 0, για κάθε x≥ ∈[a,b], τότε
b

a

f∫ ≥ 0 και φυσικά, αν 

f(x) g(x), για κάθε x∈[a,b], τότε ≤
b

a

f∫ ≤
b

a

g∫ .  

(β) Αν επιπλέον η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ∆=[a,b], τότε 

υπάρχει ξ∈∆, ώστε 
b

a

f ( x )dx∫ =f(ξ)(b–a).  

(γ) Αν η f είναι συνεχής στο ∆=[a,b] και 0, για κάθε x στο ∆, 
(ή, 0, για κάθε x στο ∆), τότε υπάρχει ξ

g( x )≥
g( x )≤ ∈∆, ώστε 

b b

a a

f ( x )g( x )dx f ( ) g( x )dx= ξ∫ ∫ . 

(δ) Αν f(x)≥ 0, για κάθε x∈[a,b] και η f είναι συνεχής σε ένα σηµείο 

x0 του [a,b], µε f(x0)>0, τότε 
b

a

f∫ >0. 

 
 Κλείνουµε και την παράγραφο αυτή µε ένα τελευταίο Θεώρηµα, 

στο οποίο συµπεριλαµβάνουµε την συνέχεια του ολοκληρώµατος και τα 
δύο Θεµελιώδη Θεωρήµατα του Απειροστικού Λογισµού. Τέλος, µε µια 
ακόµη Παρατήρηση κλείνουµε και το Κεφάλαιο αυτό.   
 

Θεώρηµα 3.4.5: Έστω f  µία ολοκληρώσιµη στο ∆=[a,b] συνάρτηση. 
Τότε έχουµε ότι:  

(α) Αν F είναι η συνάρτηση µε τύπο F(x)=
x

a

f ( t )dt∫ , x∈[a,b], τότε η F 

είναι συνεχής στο ∆.  
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(β) Αν επιπλέον η f είναι συνεχής σε κάποιο σηµείο x0∈[a,b], τότε η 
συνάρτηση F του (α) είναι παραγωγίσιµη στο x0 και ισχύει F′(x0)=f(x0). 
(Πρώτο Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού).  

(γ) Αν αληθεύει ότι f=g′ για κάποια συνάρτηση g στο [a,b], τότε ισχύει 

και ότι 
b

a

f ( x )dx∫ =g(b)–g(a). (∆εύτερο Θεµελιώδες Θεώρηµα του 

Απειροστικού Λογισµού).  
 

Το Θεώρηµα αυτό δεν υπάρχει στα παλαιότερα Σχολικά βιβλία [44] 
και [45], τα οποία όµως χρησιµοποιούσαν, αλλά µόνο για συνεχείς 
συναρτήσεις, το (γ), ως ορισµό του ολοκληρώµατος Riemann, όπως 
έχουµε ήδη αναφέρει. Στα νεώτερα Σχολικά βιβλία, το (β) αποδεικνύεται 
στη σελ. 240 του [12], ενώ στο [21], η απόδειξη είναι στο παράρτηµα 
(σελ. 308). Σήµερα, στο [6] αναφέρεται µόνο, χωρίς απόδειξη. Η ειδική 
περίπτωση του (γ), για συνεχείς µόνο συναρτήσεις, που έχει πολύ απλή 
απόδειξη, βρίσκεται σε όλα τα νεώτερα Σχολικά βιβλία ([12] σελ. 242, 
[21] σελ. 255 και [6] σελ. 335 - βλέπε και Παράρτηµα Γ). Η γενική 
περίπτωση, για f ολοκληρώσιµη συνάρτηση, υπάρχει στα [31], Τόµος 
ΙΙα, σελ. 66, [40] σελ. 205 και [43], σελ. 242.  

 
Παρατήρηση:  
 
Η ύλη που παρουσιάσαµε στο Κεφάλαιο αυτό, περιλαµβάνει, στα 

διάφορα Σχολικά βιβλία της Ανάλυσης, και άλλα σχετικά θέµατα, που 
δεν εξετάζονται εδώ. Για παράδειγµα, δεν αναφέραµε τίποτα για την 
γεωµετρική και την κινηµατική ερµηνεία της παραγώγου, τον ρυθµό 
µεταβολής, την κυρτότητα και τα σηµεία καµπής συνάρτησης, για τις 
ασύµπτωτες, τον κανόνα του de l’ Hospital και τις απροσδιόριστες 
µορφές, για τα αόριστα ολοκληρώµατα, τα εµβαδά κ.λπ.  

Οι κυριότεροι λόγοι για τις παραλείψεις αυτές, είναι πρώτον το ότι, 
αυτά που θα δούµε παρακάτω στην εργασία αυτή, σχετίζονται 
περισσότερο µε τα θέµατα, τα οποία παρουσιάσαµε εδώ και δεύτερον το 
ότι, η παρουσίαση πολλών από τα θέµατα, τα οποία παραλείψαµε, θα 
απαιτούσε τόση έκταση, που µάλλον θα ήταν καλύτερα να αποτελέσουν 
το περιεχόµενο µιας άλλης εργασίας.  

Για παράδειγµα, αν πάρει κανείς τον κανόνα του Hospital, που 
υπάρχει σε όλα τα Σχολικά βιβλία της βιβλιογραφίας µας και ο οποίος, 
όπως όλοι γνωρίζουµε, είναι προσφιλέστατος τόσο στους µαθητές όσο 
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και στους φοιτητές, θα τον βρει ως Θεώρηµα µε διάφορες περιπτώσεις, 
µεταξύ των οποίων είναι π.χ. και οι επόµενες:  

 
(1) Στα παλαιότερα Σχολικά βιβλία ([44] και [45], σελ. 140):  
 
«Έστω f και g συναρτήσεις µε κοινό πεδίο ορισµού ένα σύνολο της 

µορφής (a,x0) ή (x0,b) ή (a,x0) (x∪ 0,b), οι οποίες παραγωγίζονται.  

Τότε, αν f(x)=0= g(x), ισχύει 
0x x

lim
→ 0x x

lim
→ 0x x

lim
→

f '(x)
g '(x)

=ℓ⇒
0x x

lim
→

f (x)
g(x)

=ℓ.»  

 
(2) Στο [12] (σελ. 195):  
  
«Έστω ότι f και g είναι συναρτήσεις για τις οποίες υποθέτουµε ότι: 

• σε µια περιοχή του x0 είναι παραγωγίσιµες µε g′(x) 0 ≠
• f(x)=0= g(x) 

0x x
lim
→ 0x x

lim
→

• Υπάρχει το 
0x x

lim
→

f '(x)
g '(x)

 

Τότε, 
0x x

lim
→

f (x)
g(x)

=
0x x

lim
→

f '(x)
g '(x)

.»  

 
(3) Στα [21], σελ. 213 και [6], σελ. 282:  
  

«Αν f(x)=0, g(x)=0, x
0x x

lim
→ 0x x

lim
→

0∈ , και υπάρχει το 
0x x

lim
→

f '(x)
g '(x)

, 

πεπερασµένο ή άπειρο, τότε  
0x x

lim
→

f (x)
g(x)

=
0x x

lim
→

f '(x)
g '(x)

.» 

 
       Βλέπουµε τότε, ότι µόνο στο (2) υπάρχει η υπόθεση «σε µια περιοχή 
του x0 είναι παραγωγίσιµες µε g′(x)≠ 0», χωρίς την οποία δεν είναι 
δυνατόν να αποδείξει κάνεις τα (1) και (3)! Γι’ αυτόν, αλλά και για 
διάφορους άλλους λόγους, η µελέτη και παρουσίαση µόνο του κανόνα 
αυτού, θα µπορούσε να αποτελέσει το αντικείµενο µιας  άλλης εργασίας.     

 
Τέλος, ας επανέλθουµε και πάλι στο Κριτήριο ολοκληρωσιµότητας, 

το οποίο έχουµε αναφέρει παραπάνω στην παράγραφο 3.1.3. Εύκολα 
µπορεί να διαπιστώσει κανείς, ρίχνοντας µια µατιά στις αποδείξεις των 
διαφόρων Θεωρηµάτων, που αφορούν τα ολοκληρώµατα, ότι σε πάρα 
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πολλές από αυτές υπεισέρχεται αυτό το Κριτήριο. Η χρήση του, όχι µόνο 
κάνει δυνατή την απόδειξη των Θεωρηµάτων αυτών, αλλά και σε 
αρκετές περιπτώσεις πάρα πολύ εύκολη. Βέβαια, υπάρχουν και ιδιότητες, 
που η απόδειξή τους µπορεί να γίνει απλούστερα, αν αντί των πάνω και 
κάτω αθροισµάτων, χρησιµοποιήσουµε τα αθροίσµατα Riemann. 

 
Ακόµη, υπάρχει στην Ανάλυση, όχι όµως την Στοιχειώδη, αλλά την 

πολύ προχωρηµένη, και ένα άλλο Κριτήριο ολοκληρωσιµότητας κατά 
Riemann, το Θεµελιώδες Θεώρηµα Riemann-ολοκληρωσιµότητας του 
Lebesgue. Με το Κριτήριο αυτό, κάποιες αποδείξεις είναι σχεδόν άµεσες 
και τελείως προφανείς και κάποιες άλλες µπορούν να γίνουν πιο εύκολα 
και απλά. Επίσης, απαντά πλήρως και στο ερώτηµα:  

 
Ποια είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη, ώστε µία συνάρτηση 

ορισµένη στο διάστηµα ∆=[α,β], να είναι Riemann-ολοκληρώσιµη στο ∆;  
 
Παραθέτουµε το Θεµελιώδες αυτό Θεώρηµα, µόνο ενηµερωτικά και 

µόνο για όσους από τους αναγνώστες συµβαίνει να γνωρίζουν τι σηµαίνει 
το να ισχύει µία ιδιότητα σχεδόν παντού σε ένα σύνολο.   

 
Θεώρηµα: Έστω f µία φραγµένη συνάρτηση στο διάστηµα ∆=[a,b]. 

Τότε, η f είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο ∆, αν και µόνο αν, η f 
είναι σχεδόν παντού συνεχής στο ∆. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 
 
 
 
 
 

ΤΑ ΠΕΝΤΕ ΒΑΣΙΚΑ ΛΗΜΜΑΤΑ  
ΚΑΙ 

Η ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ ΚΑΡΑΘΕΟ∆ΩΡΗ 
 
 

 
Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε έξι εργασίες, οι οποίες  

δηµοσιεύθηκαν στις στήλες τις σχετικές µε τα θέµατα της διδασκαλίας 
των Μαθηµατικών (στήλες των Classroom Notes και  The Teaching of 
Mathematics), στο περιοδικό της Αµερικάνικης Μαθηµατικής Εταιρείας 
«The American Mathematical Monthly», κατά το χρονικό διάστηµα 
µεταξύ του 1957 έως το 1991.  

 
Οι πέντε πρώτες από αυτές έχουν στόχο να ενοποιήσουν και να 

απλουστεύσουν ένα µεγάλο αριθµό αποδείξεων σηµαντικών  
θεωρηµάτων της Ανάλυσης και, χρονολογικά, είναι οι εξής εργασίες της 
βιβλιογραφίας µας:  

 
[17] του 1957, [18] του 1966, [29] του 1968, 

[41] του 1972 και [14] του 1987.  
 

Ο αναγνώστης, που θέλει να διερευνήσει περισσότερο και βαθύτερα 
τις Μαθηµατικές εκείνες αρχές στις οποίες στηρίζονται αυτές οι 
εργασίες, µπορεί να δει στο ίδιο περιοδικό το άρθρο [16] του 1957. Αν 
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επιπλέον ενδιαφέρεται για περισσότερες εφαρµογές ή γενικεύσεις των 
Βασικών Ληµµάτων των παραπάνω εργασιών, πέρα από αυτά που θα βρει 
παρακάτω στην εργασία µας αυτή, θα πρέπει να ανατρέξει στην 
βιβλιογραφία των παραπάνω άρθρων. Επίσης, να αναφέρουµε ότι στο 
[15] (του 1989) µπορεί να βρει εφαρµογές σε θέµατα, τα οποία δεν 
συναντάει κανείς στην ύλη της Στοιχειώδους Ανάλυσης, ενώ γενικεύσεις 
υπάρχουν και στο [42] (του 1974) καθώς και στις τελευταίες 
παραγράφους των [17] και [41].  

 
Η έκτη εργασία ([25] του 1991), που θα παρουσιάσουµε εδώ, 

αναφέρεται στην Παρατήρηση του Καραθεοδωρή (όπως έχει επικρατήσει 
να λέγεται αυτή στην Ελληνική βιβλιογραφία – βλέπε [31], σελ. 335 και 
[32], σελ. 79).  

 
Η παρατήρηση αυτή, δεν είναι τίποτε άλλο παρά ένας εναλλακτικός 

ορισµός της παραγώγου, όπως αναφέραµε ήδη στην παράγραφο 2.2. 
Ένας ορισµός όµως, που πέρα από όσα είπαµε γι’ αυτόν στην παραπάνω 
παράγραφο του Κεφαλαίου 2, έχει και άλλα θεωρητικά πλεονεκτήµατα, 
αφού ενοποιεί και απλοποιεί κατά πολύ τις αποδείξεις των θεωρηµάτων, 
τα οποία αναφέρονται στις παραγώγους, όπως θα δούµε και παρακάτω 
στη παράγραφο 4.6 καθώς και στο πέµπτο Κεφάλαιο.  

 
 Πρακτικά όµως, όταν θέλουµε να υπολογίσουµε την παράγωγο µιας 

συνάρτησης, ο άλλος ορισµός της παραγώγου (µε τα όρια) συνήθως είναι  
καταλληλότερος.  

 
Τώρα, η δοµή των πέντε πρώτων εργασιών είναι παρόµοια σε όλες 

και έχει ως εξής:  
 
Πρώτα διατυπώνεται ένα κεντρικό Θεώρηµα, το οποίο και 

αποδεικνύεται µε την βοήθεια κάποιου αξιώµατος της πληρότητας των 
Πραγµατικών αριθµών. Το κεντρικό αυτό Θεώρηµα καθεµιάς από αυτές 
τις εργασίες, το αναφέρουµε παρακάτω ως το Βασικό της Λήµµα.  

 
Στην συνέχεια, παρουσιάζονται ως παραδείγµατα οι αποδείξεις 

µερικών βασικών θεωρηµάτων της Ανάλυσης, για να φανεί ο ενιαίος 
τρόπος αντιµετώπισης τέτοιων θεµάτων µε την χρήση του Βασικού 
Λήµµατος και µάλιστα οι νέες αυτές αποδείξεις συνήθως είναι 
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απλούστερες και κοµψότερες από τις γνωστές µας αντίστοιχες κλασικές 
αποδείξεις.  

 
Συγκεκριµένα, όπως αναφέρουν και οι συγγραφείς των παραπάνω 

εργασιών, σε αρκετές από τις κλασικές αποδείξεις της Ανάλυσης, ορίζει 
κανείς ένα υποσύνολο Ε ενός διαστήµατος ∆, µε µία κατάλληλη ιδιότητα, 
µε σκοπό να αποδείξει µετά, ότι το Ε συµπίπτει µε ολόκληρο το 
διάστηµα. Συνήθως, για να πετύχουµε κάτι τέτοιο, υποθέτουµε ότι το Ε 
δεν είναι ολόκληρο το διάστηµα και µετά, θεωρώντας π.χ. το supΕ ή 
επινοώντας κάποιο άλλο τέχνασµα, προσπαθούµε να καταλήξουµε σε 
αντίφαση (άτοπο).  

 
Η χρήση αυτής της µεθόδου οδηγεί συχνά σε επανάληψη παρόµοιων 

επιχειρηµάτων, η λογική των οποίων όµως δεν είναι καθόλου προφανής 
για κάποιον που συναντά αυτές τις αποδείξεις για πρώτη φορά, µε 
αποτέλεσµα να υπάρχουν µάλλον πολλές δυσκολίες στην κατανόηση 
τους. Αντίθετα, χρησιµοποιώντας τα Βασικά Λήµµατα,  µπορούµε, όπως 
θα δούµε και παρακάτω, να αποφύγουµε αυτή την επανάληψη και να 
απλοποιήσουµε πολλές από αυτές τις αποδείξεις. Στην πραγµατικότητα 
βέβαια, πιο σωστό είναι µάλλον το ότι ο τελευταίος αυτός ισχυρισµός 
αληθεύει για τις περισσότερες από τις παραπάνω εργασίες, αλλά ίσως όχι 
για όλες.  

 
Τέλος, σε κάθε µία από τις εργασίες αυτές, αποδεικνύεται, µε την 

βοήθεια και πάλι του Βασικού της Λήµµατος, κάποιο αξίωµα της 
πληρότητας των πραγµατικών αριθµών, συνήθως διαφορετικό από εκείνο 
που είχε χρησιµοποιηθεί για την απόδειξη του ίδιου του Λήµµατος. Έτσι 
έχουµε ουσιαστικά την ισοδυναµία καθενός από τα πέντε Βασικά 
Λήµµατα µε τα αξιώµατα της πληρότητας των πραγµατικών αριθµών. 
Συνεπώς και τα ίδια τα πέντε Βασικά Λήµµατα είναι ισοδύναµα µεταξύ 
τους. Το γεγονός αυτό, µας οδήγησε να αναζητήσουµε µια απ’ ευθείας 
απόδειξη αυτής της ισοδυναµίας. Μια τέτοια απόδειξη, που να 
συµπεριλαµβάνει όλα τα Λήµµατα, δεν µπορέσαµε να βρούµε στην 
βιβλιογραφία, γι’ αυτό θα δώσουµε µία δική µας στο πέµπτο Κεφάλαιο.  

 
Παρατήρηση: Μία πιο έµµεση απόδειξη της ισοδυναµίας καθενός 

από τα πέντε Βασικά Λήµµατα µε τα διάφορα αξιώµατα της πληρότητας 
των πραγµατικών αριθµών, είναι το ότι µε την βοήθεια των Ληµµάτων 
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αυτών αποδεικνύονται κάποια από τα κλασικά θεωρήµατα της Ανάλυσης 
(Bolzano, Rolle, κ.λπ.), τα οποία είναι ισοδύναµα µε τα αξιώµατα της 
πληρότητας των πραγµατικών αριθµών (βλέπε π.χ. [26], [27]).  
 

 
 
4.1. ΤΟ ΠΡΩΤΟ ΒΑΣΙΚΟ ΛΗΜΜΑ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ 

 
Θα ξεκινήσουµε µε την παρουσίαση της πρώτης χρονολογικά 

εργασίας (βλέπε [17]), που έχει συγγραφέα τον L.R. Ford και τίτλο 
«Interval-additive propositions». Το τι ακριβώς σηµαίνει αυτός ο τίτλος, 
θα φανεί αµέσως παρακάτω, όπου θα δώσουµε τους αντίστοιχους 
ορισµούς. Όπως αναφέρει στην εισαγωγή του ο  συγγραφέας, οι έννοιες, 
που εισάγονται µε τους ορισµούς αυτούς, πιστεύει ότι είναι πιο 
κατανοητές από εκείνους που κάνουν τα πρώτα τους βήµατα στην 
Ανάλυση και γενικότερα πιο εύκολο να εφαρµοστούν στις διάφορες 
αποδείξεις.     
  

Ορισµός 4.1.1: Μία πρόταση (παρακάτω θα λέµε καλύτερα ιδιότητα) 
P, η οποία αφορά διαστήµατα, θα λέγεται προσθετική σε διαστήµατα 
(interval-additive proposition), αν κάθε φορά που η Ρ αληθεύει σε καθένα 
από δύο επικαλυπτόµενα διαστήµατα (τα οποία έχουν κοινά εσωτερικά 
σηµεία), έπεται ότι η Ρ αληθεύει και στην ένωσή τους. 

 
Η χρησιµότητα της παραπάνω έννοιας έγκειται στο ότι η 

«προσθετικότητα σε διαστήµατα» είναι µάλλον διαδεδοµένο φαινόµενο. 
Επίσης, το να δείξει κανείς τον προσθετικό χαρακτήρα µιας ιδιότητας, 
συχνά είναι τόσο προφανές, ώστε πολλές φορές αρκεί αυτό απλά και 
µόνο να αναφερθεί. 

 
Για παράδειγµα, µπορεί να δει κανείς αµέσως ότι οι παρακάτω 

ιδιότητες είναι προσθετικές σε διαστήµατα.  
 

1. Το µήκος ενός διαστήµατος είναι µεγαλύτερο της µονάδας. 
2. Για δοσµένο πραγµατικό αριθµό Μ, η συνάρτηση f ικανοποιεί την 
σχέση f(x)<Μ. 
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3. Η συνάρτηση f είναι θετική, ή γνησίως µονότονη, ή συνεχής, ή 
φραγµένη, ή ολοκληρώσιµη, ή φραγµένης κύµανσης σε ένα 
διάστηµα.   

4. Έστω S ένα σύνολο σηµείων. Οι προτάσεις «ένα διάστηµα δεν 
περιέχει κανένα σηµείο του S», ή «ένα διάστηµα περιέχει 
πεπερασµένου πλήθους  σηµεία του S», είναι προσθετικές.  

 
Αντίθετα, οι παρακάτω ιδιότητες, όπως εύκολα πάλι βλέπει κανείς, 

δεν είναι προσθετικές σε διαστήµατα.  
 

     1.  Το µήκος ενός διαστήµατος είναι µικρότερο της µονάδας.  
     2.  Το ορισµένο ολοκλήρωµα της συνάρτησης f σε ένα διάστηµα 
          είναι µικρότερο του δοσµένου πραγµατικού αριθµού Μ.  
     3.  Ένα διάστηµα περιέχει ακριβώς ν σηµεία ενός συνόλου S. 
 

Ορισµός 4.1.2: Θα λέµε ότι  µία ιδιότητα Ρ αληθεύει σε ένα σηµείο x 
ενός διαστήµατος ∆=[a,b], αν υπάρχει ένα υποδιάστηµα ∆0 (ανοικτό ή 
κλειστό κ.λπ.) του ∆, που έχει το x  εσωτερικό σηµείο και η Ρ αληθεύει στο 
∆0. Όµως, αν x=a ή x=b, τα οποία δεν µπορούν να είναι εσωτερικά σηµεία 
υποδιαστήµατος, τότε ως ∆0 θεωρούµε ένα υποδιάστηµα που αρχίζει ή 
τελειώνει στο άκρο αυτό αντίστοιχα, και το περιέχει. Αν τώρα η Ρ αληθεύει 
σε κάθε σηµείο του ∆, τότε θα λέµε ότι η Ρ είναι µία τοπική στο ∆ ιδιότητα. 

 
Η επόµενη τώρα Πρόταση, την οποία εδώ θα ονοµάσουµε Βασικό 

Λήµµα 1, είναι εκείνη που µας επιτρέπει να περνάµε από την αλήθεια σε 
κάθε σηµείο ενός κλειστού διαστήµατος µιας τοπικής ιδιότητας, στην 
αλήθεια της ίδιας ιδιότητας σε όλο το διάστηµα, αρκεί και µόνο η 
ιδιότητα αυτή να είναι προσθετική σε διαστήµατα.  

 
Βασικό Λήµµα 1: Αν µια τοπική στο ∆=[a,b] ιδιότητα Ρ είναι και 

προσθετική σε διαστήµατα ιδιότητα, τότε η Ρ αληθεύει σε όλο το ∆. 
 
Απόδειξη:  
 
Από την υπόθεση, η Ρ είναι τοπική στο ∆, συνεπώς αληθεύει στο a, 

οπότε αληθεύει και σε κάποια διάστηµα της µορφής [a,c).   Έστω u=supc, 
το οποίο προφανώς υπάρχει και είναι µικρότερο ή ίσο του b.  
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Αν u<b, τότε, αφού η Ρ είναι τοπική, υπάρχει υποδιάστηµα  (d,c0) 
του ∆, που περιέχει το u σαν εσωτερικό σηµείο και η Ρ αληθεύει σ’ αυτό. 
Λόγω προσθετικότητας της Ρ, η Ρ αληθεύει και στην ένωση των [a,u) και 
(d,c0), δηλαδή αληθεύει στο [a,c0), άτοπο, αφού τότε u=supc<c0 και το c0 
είναι κάποιο από τα c. Άρα u=b και η Ρ αληθεύει στο ∆=[a,b] ή στο [a,b). 
Στην τελευταία όµως περίπτωση, αφού το b είναι σηµείο του ∆ και Ρ 
τοπική, υπάρχει (d,b] όπου η Ρ αληθεύει. Αφού b=supc, υπάρχει c1, 
d<c1<b, ώστε η Ρ να  αληθεύει στο [a,c1). Συνδυάζοντας τα διαστήµατα 
[a,c1) και (d,b] (αφού Ρ προσθετική), έχουµε ότι η Ρ αληθεύει  στο 
∆=[a,b].                                                                                                      □ 

 
Μια άµεση συνέπεια του Βασικού αυτού Λήµµατος είναι το επόµενο 

πόρισµα: 
 
Πόρισµα 4.1.3: Αν η Ρ είναι µία προσθετική σε διαστήµατα ιδιότητα 

και δεν αληθεύει σ’ ένα κλειστό διάστηµα ∆, τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον 
σηµείο ξ του ∆, τέτοιο ώστε η Ρ δεν αληθεύει σε κανένα υποδιάστηµα του ∆ 
που περιέχει το ξ.  

 
Μερικές εφαρµογές τώρα θα µας δείξουν αυτό που στο άρθρο του 

ισχυρίζεται ο συγγραφέας, δηλαδή ότι µε τα παραπάνω µπορεί κανείς να 
ενοποιήσει και συγχρόνως να απλοποιήσει τις αποδείξεις ενός µεγάλου 
αριθµού θεωρηµάτων που συνδέονται µε κλειστά διαστήµατα.  

 
Εδώ θα δούµε κάποια θεωρήµατα, που αναφέρονται πρώτον, σε 

κάποιες από τις ιδιότητες των συνεχών συναρτήσεων (για τις υπόλοιπες 
θα µιλήσουµε στο Κεφάλαιο 5) και δεύτερον, σε σύνολα σηµείων, για να 
διαπιστώσουµε ότι πραγµατικά το Βασικό µας Λήµµα είναι ισοδύναµο µε 
τα αξιώµατα της πληρότητας των πραγµατικών αριθµών.  

  
(1) Είδαµε παραπάνω ότι η ιδιότητα Ρ:  

 
«Η f είναι µία φραγµένη συνάρτηση σε ένα διάστηµα»,  

   
είναι προσθετική σε διαστήµατα ιδιότητα.  

          
Έστω τώρα ότι η f είναι µία συνεχής στο κλειστό διάστηµα ∆ 
συνάρτηση. Αν x0 είναι ένα τυχαίο σηµείο του ∆, τότε για κάθε ε>0, 
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π.χ. ε=1, υπάρχει δ>0, ώστε για κάθε x∈(x0-δ,x0+δ)∩∆ να ισχύει: 
0f (x) f (x )− <1, ή f(x0)-1<f(x)<f(x0)+1, δηλαδή η f είναι φραγµένη 

σε µια περιοχή του x0. Συνεπώς, η Ρ είναι και τοπική ιδιότητα στο ∆, 
οπότε το Βασικό Λήµµα 1 συνεπάγεται το ακόλουθο γνωστό 
θεώρηµα:  

  
Θεώρηµα 4.1.4: Αν η f είναι µία συνεχής συνάρτηση στο ∆=[a,b], 

τότε είναι φραγµένη στο διάστηµα αυτό. 
 
Παρατήρηση: Σηµειώνουµε ότι η τοπικότητα της ιδιότητας Ρ στο ∆ 

µπορεί να προκύψει και από συνθήκες ασθενέστερες της συνέχειας της f 
στο ∆ (εξ’ άλλου δεν υποθέσαµε παραπάνω ότι το ε µπορεί να γίνει 
αυθαίρετα µικρό, αντίθετα πήραµε ε=1), άρα το προηγούµενο θεώρηµα 
µπορεί να αποδειχθεί και για κλάσεις συναρτήσεων ορισµένων στο 
κλειστό διάστηµα ∆, ευρύτερες της κλάσης των συνεχών στο ∆ 
συναρτήσεων. 

 
(2)  Από το προηγούµενο Θεώρηµα προκύπτει ότι µία συνεχής στο 
κλειστό διάστηµα ∆ συνάρτηση έχει φραγµένο σύνολο τιµών. 
Συνεπώς, υπάρχει το Μ=supf(x) και το µ=inff(x), στο ∆. Θέλουµε να 
δείξουµε ότι υπάρχουν σηµεία ξ και η στο ∆, ώστε Μ=f(ξ) και 
µ=f(η). 
 
Απόδειξη:  
 
Θεωρούµε την ιδιότητα Ρ:  
 

«Οι τιµές f(x) µιας συνάρτησης είναι µικρότερες από 
ένα αριθµό µικρότερο του δοσµένου αριθµού Μ»,  

 
η οποία είναι προφανώς προσθετική σε διαστήµατα. Τώρα, για µία f 
συνεχή συνάρτηση σε ένα κλειστό διάστηµα ∆, αν υποθέσουµε ότι για 
κάθε x στο ∆, ισχύει ότι f(x)<Μ=supf(x) στο ∆, τότε η παραπάνω 
ιδιότητα Ρ είναι και τοπική στο ∆. Πραγµατικά, για κάθε x0 στο ∆, η 
συνέχεια της f συνεπάγεται ότι σε µία περιοχή του x0, ισχύει ότι 
f(x)<Μ0<Μ, όπου π.χ. 2Μ0=Μ+f(x0) ή Μ0=½(Μ+f(x0)). Άρα, από το 
Βασικό µας Λήµµα, η ιδιότητα Ρ ισχύει σε όλο το διάστηµα ∆, άτοπο, 
διότι τότε δεν θα ήταν Μ=supf(x). Με κατάλληλες τροποποιήσεις της 
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παραπάνω απόδειξης, έχουµε και την απόδειξη του ότι υπάρχει η στο ∆, 
ώστε µ=f(η), ή διαφορετικά, εφαρµόζουµε το προηγούµενο συµπέρασµα 
στην συνάρτηση –f.                                                                                    □  

 
∆είξαµε έτσι και πάλι το γνωστό µας (βλέπε Θ. 3.2.6) Θεώρηµα 

Μέγιστης και Ελάχιστης τιµής:  
 
Θεώρηµα 4.1.5: Αν η f είναι µία συνεχής συνάρτηση στο ∆=[a,b], 

τότε υπάρχουν σηµεία ξ και η στο ∆, στα οποία η f παίρνει µέγιστη και 
ελάχιστη τιµή στο ∆, αντίστοιχα.  

 
(3) Τις αποδείξεις δύο ακόµη γνωστών θεωρηµάτων, του 

Θεωρήµατος Ενδιαµέσων Τιµών (βλ. Θ. 3.2.4) και του Θεωρήµατος 3.2.9 
τα οποία ο συγγραφέας παρουσιάζει στην συνέχεια του άρθρου αυτού, θα 
δούµε, µαζί µε άλλα παραδείγµατα εφαρµογών των Βασικών µας 
Ληµµάτων, στο επόµενο Κεφάλαιο 5.   

 
(4) Κλείνουµε, όπως είπαµε παραπάνω, την παράγραφο αυτή µε το 

ακόλουθο θεώρηµα:  
 
Θεώρηµα 4.1.6 (Bolzano – Weierstrass): Κάθε µη πεπερασµένο και 

φραγµένο υποσύνολο S του  έχει τουλάχιστον ένα οριακό σηµείο.  
 

Απόδειξη:  
 
Αφού το σύνολο S είναι φραγµένο, υπάρχει διάστηµα ∆=[a,b], που 

το περιέχει.  
      Θεωρούµε τώρα την ιδιότητα Ρ:  
 

«ένα διάστηµα περιέχει πεπερασµένου πλήθους σηµεία του S»,  
 

η οποία, όπως έχουµε δει στην αρχή αυτής της παραγράφου, είναι µία 
προσθετική σε διαστήµατα ιδιότητα. Όµως, η Ρ δεν ισχύει στο παραπάνω 
διάστηµα ∆, αφού το S είναι µη πεπερασµένο σύνολο. Άρα, από το  
παραπάνω Πόρισµα 4.1.3, το ∆ περιέχει τουλάχιστον ένα σηµείο ξ, ώστε 
η Ρ δεν αληθεύει σε κανένα υποδιάστηµα του ∆, που περιέχει το ξ. 
∆ηλαδή, κάθε υποδιάστηµα του ∆, που περιέχει το ξ, περιέχει και άπειρα 
σηµεία του S. Συνεπώς, το ξ είναι οριακό σηµείο του S.                          □  
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4.2. ΤΟ ∆ΕΥΤΕΡΟ ΒΑΣΙΚΟ ΛΗΜΜΑ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ 
 

Συνεχίζουµε µε την παρουσίαση της δεύτερης χρονολογικά εργασίας 
(βλέπε [18]), που έχει συγγραφέα τον Gerald Jungck και τίτλο «Interval 
Induction» (Θα λέγαµε κάτι σαν Επαγωγή σε ή µε  διαστήµατα). Ο στόχος 
και εδώ του συγγραφέα είναι ο ίδιος µε εκείνο του Ford (βλέπε § 4.1). Η 
µορφή όµως του κεντρικού θεωρήµατος, που εισάγει και αποδεικνύει, 
θυµίζει την µαθηµατική επαγωγή, απ’ όπου και ο τίτλος του άρθρου. Το 
θεώρηµα αυτό, που εδώ θα το πούµε Βασικό λήµµα 2, είναι το ακόλουθο:  

  
Βασικό Λήµµα 2: Έστω P(Α) µια ιδιότητα, που αφορά µη κενά 

υποσύνολα Α ενός διαστήµατος ∆=[a,b]. Αν  
(α) Η P({a}) είναι αληθής  και 
(β) Αν η υπόθεση  

«c∈∆ και για κάθε ε>0 υπάρχει x στο  (c-ε,c], 
ώστε η Ρ([a,x]) να είναι αληθής» 

συνεπάγεται ότι  
«υπάρχει δ>0, ώστε η Ρ([a,c+δ]∩ [a,b]) να 

 είναι αληθής», 
τότε, η P(∆)  είναι αληθής. 

 
Απόδειξη:  
 
Έστω S={x∈[a,b]: η P([a,x]) να είναι αληθής}.  
 
Από το (α) έχουµε ότι η Ρ([a,a]) είναι αληθής, άρα το S δεν είναι 

κενό σύνολο. Επιπλέον το S είναι πάνω φραγµένο από το b, άρα υπάρχει 
το supS, έστω c∈[a,b]. Για κάθε ε>0, έχουµε τότε ότι S∩ (c-ε,c]  και 
εποµένως υπάρχει x στο (c-ε,c], τέτοιο ώστε η Ρ([a,x]) να είναι αληθής. 
Συνεπώς, από το (β), υπάρχει δ>0, ώστε η Ρ([a,c+δ] 

≠ ∅

∩ [a,b]) να είναι 
αληθής. 

 
Αν c<b και d=min{c+δ,b}, τότε η Ρ([a,d]) είναι αληθής, άτοπο, 

αφού d>c και c=supS. Άρα c=b και η Ρ(∆) είναι αληθής.                         □ 
 
Ας δούµε τώρα τις αποδείξεις των θεωρηµάτων 4.1.5, 4.1.6, της 

παραγράφου 4.1 και του Θεωρήµατος Ενδιαµέσων Τιµών (βλ. Θ. 3.2.4)  
µε χρήση του Βασικού Λήµµατος 2.  
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Θεώρηµα 4.2.1 (Θεώρηµα 4.1.5): Αν η f είναι µία συνεχής συνάρτηση 
στο ∆=[a,b], τότε υπάρχουν σηµεία ξ και η στο ∆, στα οποία η f παίρνει 
µέγιστη και ελάχιστη τιµή στο ∆, αντίστοιχα.  

 
Απόδειξη:  
 
Θα κάνουµε την απόδειξη για την µέγιστη τιµή της f στο ∆. Η 

απόδειξη για την ελάχιστη τιµή είναι παρόµοια, ή, πιο απλά, έπεται 
αµέσως αν εφαρµόσουµε το συµπέρασµά µας στην συνάρτηση –f.    

Ας υποθέσουµε ότι η f δεν παίρνει µέγιστη τιµή στο ∆ και έστω 
Ρ(Α) η ακόλουθη ιδιότητα, για µη κενά υποσύνολα Α του ∆: 

  
«Υπάρχει ένα σηµείο y στο ∆, ώστε f(y)>f(x) για κάθε x στο Α». 

 
        Αφού η f δεν παίρνει µέγιστη τιµή στο ∆, έπεται ότι η Ρ({a}) είναι 
αληθής, συνεπώς έχουµε το (α) του παραπάνω Λήµµατος.  
        Για το (β) τώρα έχουµε: Έστω c ένα σηµείο του ∆ για το οποίο 
ισχύει η υπόθεση του (β).  
        Αφού η f δεν παίρνει µέγιστη τιµή στο ∆, υπάρχει y στο ∆, ώστε 
f(y)>f(c), οπότε η συνέχεια της f στο c, µας εξασφαλίζει ένα δ>0, ώστε 
f(y)>f(x) για κάθε x στο [c-δ,c+δ] και x στο ∆. Από την υπόθεσή µας 
έχουµε ότι υπάρχει ένα σηµείο x1 στο (c-δ,c] και ένα y1 στο ∆, ώστε 
f(y1)>f(x) για κάθε x στο [a,x1]. Συνεπώς, αν f(z)=max{f(y), f(y1)}, τότε 
f(z)>f(x) για κάθε x στο ∆ και στο [a,c+δ], δηλαδή η Ρ([a,c+δ] ∆) είναι 
αληθής.    

∩

Από το Βασικό Λήµµα 2 έχουµε τότε ότι η Ρ(∆) είναι αληθής, που 
συνεπάγεται ότι για κάποιο y στο ∆ ισχύει ότι f(y)>f(y), άτοπο. Άρα, 
υποχρεωτικά υπάρχει ξ στο ∆, στο οποίο η f παίρνει µέγιστη τιµή.          □ 

 
Σηµείωση: Ας παρατηρήσουµε εδώ ότι µε την παραπάνω απόδειξη 

παρακάµπτουµε το Θεώρηµα 4.1.4, το οποίο µας εξασφαλίζει το ότι η 
συνάρτησή µας είναι φραγµένη στο ∆ και συνεπώς έχει µέγιστο κάτω και 
ελάχιστο πάνω φράγµα σ’ αυτό. Αντίθετα, µε την νέα αυτή απόδειξη, τα 
παραπάνω έπονται ως άµεσο πόρισµά της.  

  
Θα δείξουµε τώρα το Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής (Θ. 3.2.4), αλλά 

µε την ακόλουθη µορφή, η οποία συµπεριλαµβάνει τόσο το προηγούµενο 
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Θεώρηµα Μεγίστης και Ελαχίστης Τιµής, όσο και το Θεώρηµα της 
συµπάγειας (βλέπε Θ. 3.2.7), προαπαιτεί όµως το Θεώρηµα 4.1.4.  

 
Θεώρηµα 4.2.2: Έστω Μ=supf(x) και µ=inff(x) στο κλειστό διάστηµα 

∆=[a,b], µιας συνεχούς στο ∆ συνάρτησης f. Αν γ είναι ένα οποιοδήποτε 
σηµείο του [µ,Μ], τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ στο ∆, ώστε f(ξ)=γ.  

 
Απόδειξη:  
 
Ας υποθέσουµε ότι δεν υπάρχει ξ στο ∆, ώστε f(ξ)=γ. Έστω τότε 

f(a)<γ (η περίπτωση f(a)>γ εξετάζεται παρόµοια) και έστω  Ρ(Α) η 
ακόλουθη ιδιότητα, για µη κενά υποσύνολα Α του ∆: 

  
«Υπάρχει ένα ε>0, ώστε f(x)<γ-ε για κάθε x στο Α». 

      Αφού f(a)<γ, έπεται άµεσα ότι η Ρ({a}) είναι αληθής, συνεπώς 
έχουµε το (α) του παραπάνω Λήµµατος.  
      Για το (β) τώρα έχουµε: Έστω c ένα σηµείο του ∆ για το οποίο ισχύει 
η υπόθεση του (β), δηλαδή για κάθε δ>0, υπάρχει ένα x στο (c-δ,c], ώστε 
η Ρ([a,x]) να είναι αληθής. Αν ίσχυε ότι f(c)>γ, η συνέχεια της f στο c θα 
έδινε ένα δ>0, ώστε f(x)>γ για κάθε x στο [c-δ,c+δ]∩∆, πράγµα που 
αντιβαίνει την παραπάνω υπόθεσή µας. Συνεπώς, f(c)<γ, αφού η f δεν 
παίρνει την τιµή γ στο ∆, οπότε η συνέχεια της f και πάλι µας 
εξασφαλίζει ένα δ>0, ώστε f(x)<γ-e για κάθε x στο [c-δ,c+δ] ∆, όπου 
2e=γ-f(c) ή e=½(γ-f(c)).  

∩

      Από την υπόθεσή µας τώρα, έχουµε ότι υπάρχει ένα σηµείο x' στο 
διάστηµα (c-δ,c] και ένα ε>0, ώστε f(x)<γ-ε για κάθε x στο [a,x']. Άρα, 
αν ε'=max{ε,e}, τότε f(x)<γ-ε' για κάθε x στο [a,c+δ]∩∆, δηλαδή η 
Ρ([a,c+δ]∩∆) είναι αληθής.    

Από το Βασικό Λήµµα 2 έχουµε τότε ότι η Ρ(∆) είναι αληθής, το 
οποίο συνεπάγεται ότι για κάποιο ε>0 ισχύει ότι f(x)<γ-ε<γ Μ, για κάθε 
x στο ∆. Αυτό όµως αντιφάσκει µε το ότι Μ=supf(x) στο ∆. Συνεπώς, 
υποχρεωτικά υπάρχει ξ στο ∆, στο οποίο η f παίρνει την τιµή γ.              □ 

≤

 
Κλείνουµε και την παράγραφο αυτή, µε το επόµενο θεώρηµα, που 

µας δίνει την ισοδυναµία του Βασικού Λήµµατος 2 µε τα διάφορα 
αξιώµατα της πληρότητας των πραγµατικών αριθµών. 
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Θεώρηµα 4.2.3 (Θεώρηµα 4.1.6): Κάθε φραγµένο και άπειρο 
υποσύνολο Ε του  έχει τουλάχιστον ένα οριακό σηµείο (Bolzano – 
Weierstrass).  

 
Απόδειξη:  
 
Έστω ότι το Ε δεν έχει σηµείο συσσώρευσης στο . Αφού το Ε 

είναι φραγµένο, υπάρχει διάστηµα ∆=[a,b], που το περιέχει. Για 
υποσύνολα Α του ∆, θεωρούµε την ιδιότητα Ρ(Α): 

  
«Το σύνολο Ε∩Α είναι πεπερασµένο». 

 
Τότε:  
(α) Η Ρ({a}) είναι προφανώς αληθής (αφού Ε∩{a}={a} ή ∅ ). 
(β) Έστω c τυχαίο σηµείο του [a,b]. Αφού το Ε δεν έχει σηµείο 

συσσώρευσης, υπάρχει ε>0 ώστε το σύνολο [c-ε,c+ε] Ε να είναι 
πεπερασµένο. Τώρα, αν το c ικανοποιεί την υπόθεση (β) του Βασικού 
Λήµµατος 2, θα υπάρχει x

∩

∈(c-ε,c], ώστε η Ρ([a,x]) να είναι αληθής, 
δηλαδή το Ε [a,x] είναι επίσης πεπερασµένο. Τότε, έχουµε ότι και το 
σύνολο [a,c+ε]

∩
∩Ε είναι πεπερασµένο, πράγµα που σηµαίνει ότι η 

Ρ([a,c+ε] [a, b]) είναι αληθής.  ∩
Ικανοποιούνται έτσι τα (α) και (β) του Βασικού Λήµµατος 2, 

συνεπώς η Ρ(∆) είναι αληθής, ή ισοδύναµα το σύνολο Ε∩∆=Ε είναι 
πεπερασµένο. Άτοπο, αφού το Ε είναι απειροσύνολο. 

Άρα το Ε έχει σηµείο συσσώρευσης.                                                 □  
 
 

 
4.3. ΤΟ ΤΡΙΤΟ ΒΑΣΙΚΟ ΛΗΜΜΑ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ 

 
Η τρίτη χρονολογικά εργασία (βλέπε [29]), έχει συγγραφείς  τους 

R.M.F. Moss και G.T. Roberts και τίτλο «A creeping lemma».  Στο άρθρο 
αυτό οι συγγραφείς παρουσιάζουν ένα Βασικό Λήµµα ανάλογο των 
προηγουµένων, έχοντας τους ίδιους στόχους, που ήδη έχουµε περιγράψει 
παραπάνω. Η εµφάνιση µιας µεταβατικής σχέσης σ σε ένα διάστηµα ∆, 
δηλαδή, µιας σχέσης σ στο ∆, για την οποία έχουµε ότι: αν α,β,γ∈∆ και 
ασβ και βσγ τότε ασγ, φαίνεται να είναι ο λόγος για τον τίτλο «Ένα έρπον 
λήµµα» της εργασίας. Το Βασικό αυτό Λήµµα είναι το εξής:    
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Βασικό Λήµµα 3: Έστω ∆=[a,b] και σ µία µεταβατική σχέση στο 
∆. Αν κάθε x στο ∆ έχει µία περιοχή (διάστηµα) Νx, ώστε 

u∈[a,x] Ν∀ ∩ x και ∀v∈Νx∩ [x,b] να ισχύει ότι uσv, τότε aσb.  
 

Σηµείωση: ∆εχόµαστε ότι x∈
o

xN , εκτός αν x=a ή x=b οπότε το x 
είναι άκρο της . Επίσης, από τις υποθέσεις του Λήµµατος, έπεται 
αµέσως ότι η σχέση σ είναι και αυτοπαθής, δηλαδή xσx για κάθε x στο ∆.

xN

 
Απόδειξη:  
 
Έστω Ε={x∈∆: aσx}. Από την προηγούµενη σηµείωση έχουµε ότι 

το Ε είναι ένα µη-κενό υποσύνολο του ∆ και φυσικά πάνω φραγµένο από 
το b. Συνεπώς, υπάρχει το supΕ=κ και κ∈∆, οπότε έχει µία περιοχή Νκ, 
που ικανοποιεί τις υποθέσεις του Λήµµατος.  

 
Έστω δ>0, ώστε [κ-δ,κ+δ]⊆Νκ. Αφού κ=supΕ, υπάρχει u∈Ε 

(δηλαδή ισχύει ότι aσu), ώστε κ-δ<u<κ, οπότε και u∈[a,κ]∩Nk. Αν 
b∉Nk, τότε, για v=κ+δ, έχουµε v∈Nk∩ [κ, b], άρα uσv και επειδή και 
aσu, η µεταβατικότητα της σ συνεπάγεται ότι και aσv ή v∈Ε, άτοπο, 
αφού v=κ+δ>κ=supΕ. Άρα b∈Νκ. Tότε b∈Νκ∩ [κ,b], οπότε uσb. Λόγω 
της aσu και της µεταβατικότητας της σ, έπεται τότε ότι aσb.                    □ 

 
Θα δούµε τώρα τις αποδείξεις κάποιων θεωρηµάτων, µερικά εκ  των 

οποίων είναι τα ίδια µε κάποια από αυτά που δείξαµε στις δύο 
προηγούµενες παραγράφους, αλλά τώρα θα κάνουµε χρήση του 
παραπάνω Λήµµατος.  

 
Θεώρηµα 4.3.1: Αν η f είναι µία συνεχής συνάρτηση στο ∆=[a,b], 

τότε είναι φραγµένη στο διάστηµα αυτό.  
 
Απόδειξη:  
 
Στο διάστηµα ∆ θεωρούµε την σχέση σ που ορίζεται ως εξής:  
 

«Για u,v στο ∆, ≤u v , ισχύει ότι uσv αν και µόνο αν  
η συνάρτηση f είναι φραγµένη στο διάστηµα [u, v]». 
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Προφανώς η σ είναι µεταβατική και, λόγω της συνέχειας της f, 
έχουµε ότι αν x0 είναι ένα τυχαίο σηµείο του ∆, τότε για κάθε ε>0, π.χ. 
ε=1, υπάρχει δ>0, ώστε για κάθε x∈(x0-δ,x0+δ)∩∆ να ισχύει: 

0f (x) f (x )− <1, ή f(x0)-1<f(x)<f(x0)+1, δηλαδή, στην παραπάνω  
περιοχή (x0-δ,x0+δ), η συνάρτηση f είναι φραγµένη. Συνεπώς, για κάθε 
u∈(x0-δ,x0] και v∈[x0,x0+δ) έχουµε uσv. Άρα από το Βασικό Λήµµα 3 
έχουµε ότι aσb, δηλαδή η f είναι φραγµένη στο ∆.                                   □  

 
Στην συνέχεια, µε την βοήθεια πάντοτε του παραπάνω Λήµµατος, 

θα δούµε µία απόδειξη του Θεωρήµατος του Bolzano (άρα και του 
Θεωρήµατος Ενδιαµέσων Τιµών – βλέπε Θεώρηµα 3.2.4) καθώς και ενός 
Θεωρήµατος (βλέπε Θεώρηµα 4.3.3 παρακάτω), το οποίο έπεται βέβαια 
άµεσα από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής (βλέπε Θεώρηµα 3.3.7), αλλά και 
αντίστροφα, µπορεί να πάρει κανείς από αυτό, αλλά όχι και τόσο άµεσα, 
το Θεώρηµα Μέσης Τιµής.  

 
Θεώρηµα 4.3.2 (Bolzano): Αν η f είναι µία συνεχής συνάρτηση στο 

∆=[a,b] και f(a)f(b)<0, τότε υπάρχει x0∈(a,b), ώστε  f(x0)=0.  
 

Απόδειξη:   
 
Έστω ότι η f δεν µηδενίζεται σε κανένα σηµείο του ∆ και θεωρούµε 

στο ∆ την σχέση σ, που ορίζεται ως εξής:  
                      

«Για u,v στο ∆ ισχύει ότι uσv αν και µόνο αν f(u)f(v)>0». 

Προφανώς η σ είναι µεταβατική σχέση στο ∆. Επίσης, αφού η f δεν 
µηδενίζεται στο ∆, έπεται ότι για κάθε x στο ∆ υπάρχει, λόγω συνέχειας, 
µία περιοχή του x στην οποία η f διατηρεί πρόσηµο, δηλαδή ισχύουν οι 
υποθέσεις του Λήµµατός µας. Συνεπώς, aσb, που σηµαίνει ότι f(a)f(b)>0, 
άτοπο.                                                                                                         □ 
 

Θεώρηµα 4.3.3: Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο ∆=[a,b] 
και m<f′(x)<M, ∀x∈∆, τότε m(b-a)<f(b)-f(a)<M(b-a).   

 
Απόδειξη:  
 
Θεωρούµε στο ∆ την σχέση σ, που ορίζεται ως εξής:                             



 - 71 -

«uσv  u=v ή m(v-u)<f(v)-f(u)<M(v-u)». ⇔
 

Όπως προκύπτει άµεσα η σ είναι µεταβατική σχέση στο ∆.  

Έστω τώρα ένα x στο ∆. Για ε= 1
2

min{ f ' (x)-m,M-f ' (x)}, έχουµε, από 

την m< f ' (x)<M, ότι ε>0 και ότι m< f ' (x)-ε< f ' (x)+ε<Μ. Για το ε αυτό, 
έχουµε επίσης (βλέπε Πρόταση 3.3.11) ότι υπάρχει περιοχή Νx του x, 
ώστε u∈[a,x]∀ ∩Νx και v∀ ∈Νx∩ [x,b] να ισχύει:  

 
-ε(v-u)<f(v)-f(u)- f ' (x) (v-u)<ε(v-u), 

ή ισοδύναµα  
(f ' (x)-ε)(v-u)<f(v)-f(u)<(f ' (x)+ε)(v-u),  

 
από την οποία, λόγω της εκλογής του ε και του ότι v-u>0, προκύπτει ότι 
m(v-u)<f(v)-f(u)<M(v-u), δηλαδή uσv.  
      Συνεπώς, ικανοποιούνται όλες οι υποθέσεις του Βασικού Λήµµατος 
3, άρα aσb ή m(b-a)<f(b)-f(a)<M(b-a).                                                      □ 

 
Κλείνουµε και αυτή την παράγραφο µε το επόµενο Θεώρηµα:  
  
Θεώρηµα 4.3.4 (Bolzano – Weierstrass): Κάθε µη πεπερασµένο και 

φραγµένο υποσύνολο S του  έχει τουλάχιστον ένα οριακό σηµείο.  
 
Απόδειξη:  
 
Αφού το σύνολο S είναι φραγµένο, υπάρχει διάστηµα ∆=[a,b], που 

το περιέχει.  
 
Θεωρούµε τώρα την σχέση σ, η οποία ορίζεται στο ∆ ως εξής:  

 
 «Για u,v στο ∆, ≤u v , ισχύει ότι uσv αν και µόνο αν  

το σύνολο [u,v]∩ S είναι πεπερασµένο».  
 

Προφανώς η σ είναι µεταβατική στο ∆ και επίσης δεν αληθεύει ότι 
aσb, αφού ∆ S=S.  ∩

Συνεπώς, από το Βασικό µας Λήµµα, έπεται ότι υπάρχει ξ στο ∆, για 
το οποίο ισχύει ότι κάθε περιοχή του περιέχει άπειρα σηµεία του S, 
δηλαδή το ξ είναι οριακό σηµείο του S.                                                    □ 
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4.4.  ΤΟ ΤΕΤΑΡΤΟ ΒΑΣΙΚΟ ΛΗΜΜΑ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ 
 

Στο άρθρο «A unified proof of several basic Theorems of Real 
Analysis» (βλέπε [41]) ο συγγραφέας του, Patrick Shanahan, παρουσιάζει 
ένα νέο Βασικό Λήµµα. Η λογική και η χρήση του είναι ανάλογη των 
προηγούµενων ληµµάτων, όπως φαίνεται αµέσως και από τον τίτλο του 
άρθρου. Για να το παρουσιάσουµε θα χρειαστούµε πρώτα δύο ορισµούς.  

 
Ορισµός 4.4.1: Έστω C µία οικογένεια κλειστών υποδιαστηµάτων του 

∆=[a,b]. Λέµε την C τοπική οικογένεια, αν ∀x∈∆, υπάρχει υποδιάστηµα 
[c,d] του ∆, ώστε [c,d]∈C και x∈[c,d]. Ιδιαίτερα, αν x∈(a,b), τότε 
x∈(c,d).  

 
Ορισµός 4.4.2: Έστω C οικογένεια κλειστών υποδιαστηµάτων του 

∆=[a,b]. Λέµε την C προσθετική οικογένεια, αν για κάθε C1,C2∈C µε 
C1∩C2≠ ∅ , έπεται ότι και C1∪C2∈C.  

 
Βασικό Λήµµα 4: Αν η C είναι τοπική και προσθετική οικογένεια 

κλειστών υποδιαστηµάτων του ∆=[a,b], τότε ∆∈C. 
 

Απόδειξη:  
 
Έστω Α={x∈∆: [a,x] ∈C}. Αρκεί να δείξουµε ότι b∈Α.  
 
Αφού η C είναι τοπική και a∈∆, υπάρχει υποδιάστηµα του ∆ 

[a,c]∈C, άρα Α . Επίσης, το Α είναι υποσύνολο του ∆, άρα είναι 
φραγµένο. Συνεπώς, υπάρχει το supΑ=d

≠ ∅
∈∆.  

 
Έστω d<b. Επειδή η C είναι τοπική οικογένεια και d∈∆, υπάρχει 

[d1,d2]∈C και d∈(d1,d2). Αφού d=supΑ, υπάρχει d0∈Α, µε d1<d0<d, 
οπότε [a,d0]∈C και λόγω προσθετικότητας της οικογένειας C έχουµε 
[a,d0] [d∪ 1,d2]=[a,d2]∈C, δηλαδή d2∈Α και d2>d=supΑ, άτοπο.  Άρα 
d=b. Μία επανάληψη τώρα του προηγούµενου συλλογισµού δίνει και το 
ότι b∈Α, όπως θέλαµε.                                                                              □ 

 
Στην συνέχεια, θα δούµε τις αποδείξεις µερικών θεωρηµάτων, τα 

οποία δείξαµε και στις προηγούµενες παραγράφους, αλλά τώρα θα 
κάνουµε χρήση του παραπάνω λήµµατος.   
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Θεώρηµα 4.4.3: Αν η f είναι µία συνεχής συνάρτηση στο ∆=[a,b], 
τότε είναι φραγµένη στο διάστηµα αυτό. 

 
Απόδειξη:  
 
Έστω C η οικογένεια όλων των κλειστών υποδιαστηµάτων του ∆ στα 

οποία η f είναι φραγµένη. 
Προφανώς  η C είναι προσθετική οικογένεια, αφού αν C1, C2 είναι 

στοιχεία της C µε µη κενή τοµή, τότε η ένωσή τους είναι κλειστό 
διάστηµα και η f είναι φραγµένη σ’ αυτό, άρα η C1∪C2 ανήκει στη C. 

Επίσης η C είναι τοπική οικογένεια, διότι αν x0 είναι ένα τυχαίο 
σηµείο του ∆, τότε, λόγω της συνέχειας της f, για κάθε ε>0, π.χ. ε=1, 
υπάρχει δ>0, ώστε για κάθε x∈[x0-δ,x0+δ]∩∆ να ισχύει: 

0f (x) f (x )− <1, ή f(x0)-1<f(x)<f(x0)+1, δηλαδή υπάρχει κλειστό 
υποδιάστηµα, που περιέχει το x0 και στο οποίο η f είναι φραγµένη.  

Άρα από το Βασικό µας Λήµµα το ∆ ανήκει στη C, δηλαδή η f είναι 
φραγµένη στο ∆.                                                                                        □ 

 
Θεώρηµα 4.4.4 (Bolzano): Αν η f είναι µία συνεχής συνάρτηση  στο 

∆=[a,b] και f(a)f(b)<0, τότε υπάρχει x0 ∈(a,b), ώστε f(x0)=0. 
 
Απόδειξη:  
 
Έστω ότι η συνάρτηση f δεν µηδενίζεται στο ∆. Θεωρούµε τότε την 

οικογένεια C όλων των κλειστών υποδιαστηµάτων του ∆, σε κάθε ένα των 
οποίων η f διατηρεί σταθερό πρόσηµο. Τότε: 

Η C είναι τοπική οικογένεια διότι: Αν x0∈∆ µπορούµε, χωρίς βλάβη 
της γενικότητας, να υποθέσουµε και ότι f(x0)>0. Από την συνέχεια τότε 
της f έχουµε εύκολα ότι υπάρχει [c,d], ώστε x∈[c,d] και f(x)>0, 

x∈[c,d]. ∆ηλαδή η f διατηρεί πρόσηµό στο [c,d], άρα [c,d]∈C.   ∀
Η C είναι προσθετική οικογένεια διότι: Αν C1 και C2 είναι δύο  

κλειστά υποδιαστήµατα του ∆, στα οποία η f διατηρεί πρόσηµο και 
C1∩C2≠ ∅ , τότε, αν x∈C1∩C2, το πρόσηµο της f στο κλειστό 
υποδιάστηµα C1∪C2 είναι το ίδιο µε το πρόσηµο του f(x). Άρα 
C1∪C2∈C. 

Από το Βασικό Λήµµα 4 έχουµε τότε ότι ∆∈C, δηλαδή η f διατηρεί 
πρόσηµο στο ∆, άτοπο, αφού f(a)f(b)<0. Άρα, η f έχει µία τουλάχιστον 
ρίζα στο (a, b).                                                                                            □ 
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Κλείνουµε και την παράγραφο αυτή αποδεικνύοντας και πάλι το 
Θεώρηµα Bolzano-Weierstrass καθώς και ένα Πόρισµα ανάλογο του 
Πορίσµατος 4.1.3, παρόλο που τα δύο αυτά αποτελέσµατα δεν 
αναφέρονται στην εργασία που παρουσιάζουµε εδώ. Αντί αυτών, στην 
τελευταία παράγραφο της εργασίας του, ο συγγραφέας, γενικεύοντας τα 
παραπάνω, αποδεικνύει προτάσεις της µορφής: 

 
 «Αν Χ είναι ένας µη-κενός συνεκτικός τοπολογικός χώρος, τότε ο Χ 

είναι συµπαγής αν και µόνο αν ο Χ είναι µέλος κάθε τοπικής και 
προσθετικής οικογένειας υποσυνόλων του»  κ.λπ.     

 
Το επόµενο τώρα πόρισµα προκύπτει άµεσα από το Βασικό µας 

Λήµµα.  
 
Πόρισµα 4.4.5: Αν C είναι µία προσθετική οικογένεια κλειστών 

υποδιαστηµάτων του ∆=[a,b], που δεν περιέχει το ∆, τότε η C δεν είναι 
τοπική οικογένεια. ∆ηλαδή, υπάρχει τότε σηµείο ξ του ∆, το οποίο δεν 
ανήκει σε κανένα υποδιάστηµα της οικογένειας.  

   
Έχουµε τότε: 
 
Θεώρηµα 4.4.6 (Bolzano – Weierstrass): Κάθε µη πεπερασµένο και 

φραγµένο υποσύνολο S του  έχει τουλάχιστον ένα οριακό σηµείο.  
  
Απόδειξη:  
 
Αφού το σύνολο S είναι φραγµένο, υπάρχει διάστηµα ∆=[a,b], που 

το περιέχει.  
Θεωρούµε τώρα την οικογένεια όλων εκείνων των κλειστών 

υποδιαστηµάτων του ∆, καθένα των οποίων περιέχει πεπερασµένο πλήθος 
σηµείων του S, η οποία προφανώς είναι µία προσθετική οικογένεια που 
δεν περιέχει το ∆. Συνεπώς, από το  παραπάνω Πόρισµα 4.4.5, το ∆ 
περιέχει τουλάχιστον ένα σηµείο ξ, το οποίο δεν ανήκει σε κανένα 
υποδιάστηµα της οικογένειας αυτής. ∆ηλαδή, κάθε υποδιάστηµα του ∆, 
που περιέχει το ξ, περιέχει και άπειρα σηµεία του S. Άρα το ξ είναι 
οριακό σηµείο του S.                                                                                  □  
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4.5. ΤΟ ΠΕΜΠΤΟ ΒΑΣΙΚΟ ΛΗΜΜΑ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ 
 

Η τελευταία χρονολογικά από τις πρώτες πέντε εργασίες, που 
παρουσιάζουµε εδώ, έχει τίτλο «A unified treatment of various theorems 
in elementary Analysis» (βλέπε [14]). Ο συγγραφέας της, Michael W. 
Botsko, παρουσιάζει σ’ αυτήν την δική του εκδοχή για την ενοποίηση και 
την απλούστευση των αποδείξεων µιας σειράς θεωρηµάτων της 
Ανάλυσης. Θα χρειαστούµε ένα ακόµη ορισµό, ο οποίος µαζί µε το 
Βασικό Λήµµα προέρχονται από την εργασία: «On full covering 
properties, Real Analysis Exchange, 6 (1980-81), σελ. 77-93», του B.S. 
Thomson. Γι’ αυτό και ο συγγραφέας, στο επόµενο άρθρο του (βλέπε 
[15]), ονοµάζει το Λήµµα αυτό «Λήµµα του Thomson». Η αλήθεια 
πάντως είναι ότι το Λήµµα αυτό, µε διάφορες ισοδύναµες µορφές, είχε 
χρησιµοποιηθεί ήδη στην βιβλιογραφία από τα τέλη του 19ου-αιώνα, 
όπως αναφέρει ότι διαπίστωσε και ο ίδιος ο συγγραφέας εκ των υστέρων.  

 
Ορισµός 4.5.1: Έστω ∆=[a,b]. Λέµε πλήρη κάλυψη του ∆ κάθε 

συλλογή C από κλειστά υποδιαστήµατά του, µε την ιδιότητα: Σε κάθε x του 
∆ αντιστοιχεί ένας θετικός αριθµός δ(x), ώστε κάθε κλειστό υποδιάστηµα 
του ∆, που περιέχει το x και έχει µήκος µικρότερο του δ(x), να ανήκει στη 
C.  

 
Παρατηρήσεις: Στο [15] ο συγγραφέας επεκτείνει τον ορισµό αυτό 

και σε υποσύνολα του ∆. ∆ηλαδή, αν Χ είναι ένα υποσύνολο του ∆, τότε 
η C είναι µία πλήρης κάλυψη του Χ, αν ο θετικός αριθµός δ(x), 
αντιστοιχεί τώρα σε κάθε x του Χ και κάθε κλειστό υποδιάστηµα του ∆, 
που περιέχει το x και έχει µήκος µικρότερο του δ(x), να ανήκει στη C. 
Στην συνέχεια παρατηρεί ότι: 

 
(α) Αν Χ και Υ είναι υποσύνολα του ∆, µε πλήρεις καλύψεις Α και 

Β, αντίστοιχα, τότε η ένωσή τους Α Β, είναι πλήρης κάλυψη της Χ Υ.  ∪ ∪

(β) Αν Α είναι µία κάλυψη του Χ από ανοικτά σύνολα και C είναι η 
συλλογή όλων των κλειστών υποδιαστηµάτων του ∆, καθένα των οποίων 
περιέχεται σε κάποιο ανοικτό σύνολο της Α, τότε η C είναι µία πλήρης 
κάλυψη του Χ. (Υπόδ. Κάθε x στο Χ ανήκει σε κάποιο σύνολο Α της Α. 
Αφού το Α είναι ανοικτό, θα υπάρχει δ(x)>0, ώστε (x-δ(x),x+δ(x)) Α. 
Έστω τώρα ένα κλειστό υποδιάστηµα ∆

⊆
1 του ∆, που περιέχει το x και 
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έχει µήκος µικρότερο από δ(x). Τότε ∆1⊂ (x-δ(x),x+δ(x))⊆Α, άρα το ∆1 
ανήκει στη C και εποµένως η C είναι πλήρης κάλυψη του Χ.) 

  
(γ) Κάθε πλήρης κάλυψη του Χ είναι και κάλυψη του Χ κατά Vitali, 

αλλά όχι και αντίστροφα. Για καλύψεις κατά Vitali έχουµε το γνωστό, 
αλλά µε αρκετά δύσκολη απόδειξη, Λήµµα του Vitali, ενώ για τις 
πλήρεις καλύψεις έχουµε το επόµενο πολύ ευκολότερο Βασικό Λήµµα, 
το οποίο διατυπώνουµε εδώ για το ίδιο το διάστηµα ∆=[a,b], αφού αυτό 
µόνο θα χρειαστούµε παρακάτω:  
 

Βασικό Λήµµα 5: Αν C είναι µια πλήρης κάλυψη του ∆, τότε η C 
περιέχει µια διαµέριση του ∆, δηλαδή υπάρχουν a=x0<x1< x2<…< xn=b, 
ώστε τα διαστήµατα Ικ=[xκ-1, xκ] της διαµέρισης να ανήκουν στη C, για 
κάθε κ=1,2,…,n.  

 
Απόδειξη:   
 
Έστω ότι η C δεν περιέχει διαµέριση του ∆=[a,b].  
 
Τότε, µε συνεχόµενες διχοτοµήσεις του ∆=[a,b], προκύπτει µια 

ακολουθία {Ιn}, κλειστών υποδιαστηµάτων του ∆, ώστε Ιn⊇  Ιn+1 για κάθε 
n, nI →0 και η C δεν περιέχει διαµέριση κανενός Ιn (εδώ I  σηµαίνει το 
µήκος του Ι).  

Από το αξίωµα του κιβωτισµού, έπεται ότι υπάρχει ένα σηµείο x του 
∆, που ανήκει στην τοµή των Ιn.  

 
Αφού η C είναι πλήρης κάλυψη του ∆, υπάρχει δ(x)>0, ώστε κάθε 

κλειστό υποδιάστηµα του ∆ µε µήκος µικρότερο από δ(x), το οποίο  
περιέχει το x, να ανήκει στη C. Όµως, nI →0, άρα υπάρχει φυσικός 
αριθµός Ν, ώστε NI <δ(x), δηλαδή το ΙN ανήκει στη C και η C περιέχει 
µια προφανή διαµέριση του ΙΝ (αν π.χ. ΙΝ=[u,v], τότε [u,v]= [u,x] [x,v], 
όπου [u,x], [x,v] ανήκουν στη C, αφού περιέχουν το x και έχουν 
µήκος<δ(x)), άτοπο, αφού η C 

∪

δεν περιέχει διαµέριση κανενός Ιn. 
Συνεπώς, η C περιέχει διαµέριση του [a,b].                                               □ 

 
Ας δούµε τώρα τις αποδείξεις κάποιων θεωρηµάτων, τα οποία 

δείξαµε και στις προηγούµενες παραγράφους, αλλά µε την χρήση του 
παραπάνω Λήµµατος.  
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Θεώρηµα 4.5.2: Αν η f είναι µία συνεχής συνάρτηση στο ∆=[a,b], 

τότε είναι φραγµένη στο διάστηµα αυτό.  
 
Απόδειξη:  

Έστω  
 

C={Ι: Ι κλειστό υποδιάστηµα του ∆ και η f είναι φραγµένη στο Ι}.  
       

Θα δείξουµε ότι η C είναι µία πλήρης κάλυψη του ∆.  
 
Έστω x∈∆. Από την συνέχεια της f στο x και παίρνοντας π.χ. ε=1, 

έπεται (όπως έχουµε δει και άλλες φορές µέχρι τώρα) ότι υπάρχει δ(x)>0, 
ώστε η f να είναι φραγµένη στο (x-δ(x),x+δ(x)). Αν το x είναι άκρο του 
∆, τότε τροποποιούµε το παραπάνω διάστηµα κατάλληλα. Τώρα για κάθε 
υποδιάστηµα Ι του ∆, µε x∈I και I <δ(x) έχουµε Ι (x-δ(x),x+δ(x)), άρα 
η f είναι φραγµένη στο Ι, δηλαδή το Ι ανήκει στη C. Συνεπώς, η C είναι 
πλήρης κάλυψη του ∆ και από το Βασικό µας Λήµµα έπεται ότι η C 
περιέχει µια διαµέριση του ∆. Αφού η f είναι φραγµένη σε κάθε διάστηµα 
της διαµέρισης αυτής, έπεται ότι η f είναι φραγµένη και στο ∆.               □  

⊆

 
Στην συνέχεια ας ξαναδούµε το θεώρηµα Bolzano (άρα και το 

Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής–βλέπε Θεώρηµα 3.2.4).  
 
Θεώρηµα 4.5.3: Αν η f είναι µία συνεχής συνάρτηση  στο ∆=[a,b] και 

f(a)f(b)<0, τότε υπάρχει x0 ∈(a,b), ώστε f(x0)=0.  
 
Απόδειξη:  
 
Έστω ότι η f δεν µηδενίζεται στο ∆ και έστω  
 
C={Ι: Ι κλειστό υποδιάστηµα του ∆, όπου η f διατηρεί πρόσηµο}.  

 
        Επειδή η f είναι συνεχής σε κάθε x του ∆ και f(x) 0, υπάρχει 
δ(x)>0, ώστε η f να διατηρεί το πρόσηµό της στο (x-δ(x),x+δ(x)). Για 
οποιοδήποτε κλειστό υποδιάστηµα Ι του ∆, που περιέχει το x, µε µήκος 
µικρότερο του δ(x), έχουµε ότι Ι (x-δ(x),x+δ(x)), άρα η f διατηρεί το 

≠

⊂
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πρόσηµό της στο Ι, δηλαδή το Ι ανήκει στη C. Εποµένως η C είναι µία 
πλήρης κάλυψη του ∆ (βλέπε και παρατήρηση (β) παραπάνω). 

 
Τότε από το Λήµµα µας, η C περιέχει µια διαµέριση του ∆. Επειδή η 

f διατηρεί το πρόσηµό της σε καθένα από τα διαδοχικά διαστήµατα της 
διαµέρισης, έπεται ότι η f διατηρεί πρόσηµο σ’ ολόκληρο το ∆, άτοπο, 
αφού f(a)f(b)<0. Άρα, υπάρχει x0∈(a,b), ώστε f(x0)=0.                            □ 

 
Κλείνουµε και την παράγραφο αυτή µε µία ακόµη εφαρµογή του 

Βασικού µας Λήµµατος. Στο επόµενο Κεφάλαιο θα δούµε και άλλες 
αποδείξεις θεωρηµάτων µε την βοήθεια τόσο του παραπάνω όσο και των 
προηγουµένων Βασικών Ληµµάτων. 

 
Θεώρηµα 4.5.4 (Bolzano – Weierstrass): Κάθε µη πεπερασµένο και 

φραγµένο υποσύνολο S του  έχει τουλάχιστον ένα οριακό σηµείο.  
 
Απόδειξη:  
 
Αφού το S είναι φραγµένο, υπάρχει ∆=[a,b] που το περιέχει. 
Ας υποθέσουµε ότι το S δεν έχει κανένα οριακό σηµείο. 
 
Θεωρούµε την συλλογή C των κλειστών υποδιαστηµάτων του ∆, που 

περιέχουν πεπερασµένο πλήθος σηµείων του S. 
 
Έστω x σηµείο του ∆. Αφού το S δεν έχει οριακό σηµείο, υπάρχει 

δ(x)>0, ώστε το ανοικτό διάστηµα (x-δ(x),x+δ(x)) να περιέχει 
πεπερασµένο πλήθος σηµείων του S.  

 
Τότε, οποιοδήποτε κλειστό υποδιάστηµα του ∆, που περιέχει το x 

και έχει µήκος<δ(x), είναι υποσύνολο του διαστήµατος (x-δ(x),x+δ(x)), 
οπότε περιέχει πεπερασµένο πλήθος σηµείων του S. Άρα η C είναι 
πλήρης κάλυψη του ∆ και συνεπώς  περιέχει µία διαµέριση του ∆. Όµως, 
κάθε υποδιάστηµα αυτής της  διαµέρισης περιέχει πεπερασµένο πλήθος 
σηµείων του S και το S είναι υποσύνολο του ∆, άρα και το S είναι 
πεπερασµένο σύνολο, άτοπο. Συνεπώς, το S έχει τουλάχιστον ένα οριακό 
σηµείο.                                                                                                        □  
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4.6. Η ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ ΚΑΡΑΘΕΟ∆ΩΡΗ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ 
 

Η έκτη εργασία (βλέπε [25]), µε τίτλο «The derivative á la 
Carathéodory»  (Η παράγωγος κατά τον Καραθεοδωρή), µε την οποία 
είπαµε ότι θα κλείσουµε το Κεφάλαιο αυτό, διαφέρει µεν ως προς το 
περιεχόµενο από τις προηγούµενες πέντε, όµως έχει κοινό στόχο µε 
αυτές.  

Ο συγγραφέας της, Stephen Kuhn, σηµειώνει ότι, όπως αναφέραµε 
και στην παράγραφο 2.2, η παρατήρηση του Καραθεοδωρή δεν είναι 
τίποτε άλλο παρά ένας διαφορετικός από τον συνηθισµένο ορισµός της 
παραγώγου, ο οποίος όµως, όπως θα δούµε και παρακάτω, έχει σαν 
αποτέλεσµα αφενός την απλούστευση των αποδείξεων των διαφόρων 
θεωρηµάτων των παραγώγων και αφετέρου παρακάµπτει, κατά κάποιο 
τρόπο, την χρήση των ορίων για την διδασκαλία των παραγώγων. Επίσης 
παρατηρεί ότι, παρά την απλότητα και την ευκολία στη χρήση της 
παρατήρησης Καραθεοδωρή, λίγα βιβλία Λογισµού την αναφέρουν 
διεθνώς. Στην Ελληνική βιβλιογραφία υπάρχουν π.χ. τα [31] (βλέπε  
Πρόταση 17.3, σελ. 335) και [32] (Πρόταση 3.12, σελ. 79). 

 
Παρατήρηση Καραθεοδωρή: Η συνάρτηση f, ορισµένη στο 

ανοικτό διάστηµα ∆, είναι παραγωγίσιµη στο a∈∆, αν και µόνο αν, 
υπάρχει συνάρτηση φa , που είναι συνεχής στο a και ικανοποιεί την 
σχέση f(x)–f(a)=φa(x)(x–a), για όλα τα x∈∆. Σ’ αυτήν την περίπτωση 
ορίζουµε:  f ' (a)=φa(a).   

 
Η επόµενη πρόταση µας δίνει την ισοδυναµία του κλασικού ορισµού 

της παραγώγου µε τον παραπάνω. 
 
Πρόταση 4.6.1: Ο ορισµός της παραγώγου της παραγράφου 3.1.2 

είναι ισοδύναµος µε αυτόν της παρατήρησης Καραθεοδωρή.  
 
Απόδειξη:  
 
( ) Αν η συνάρτηση f, ορισµένη στο ανοικτό διάστηµα ∆, είναι 

παραγωγίσιµη στο σηµείο a του ∆, τότε η συνάρτηση µε τύπο 
⇒

φa(x)= f (x) f (a)
x a
−
−

, όταν x∈∆–{a}    και   φa(a)= f ' (a), 
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είναι συνεχής στο a (από τον κλασικό ορισµό της παραγώγου) και 
προφανώς ικανοποιεί την σχέση της παρατήρησης Καραθεοδωρή. 

( ) Υποθέτουµε ότι στο ∆ υπάρχει συνάρτηση φ⇐ a, συνεχής στο 
σηµείο a του ∆, η οποία ικανοποιεί τη σχέση της παρατήρησης του 
Καραθεοδωρή. Τότε, για x a έχουµε: ≠

x a
lim
→

f (x) f (a)
x a
−
−

= φ
x a
lim
→

a(x)=φa(a) (από την συνέχεια της φa στο a),  

άρα η f  είναι παραγωγίσιµη στο a, µε f ' (a)=φa(a).                                    □ 
 

Άµεσο πόρισµα των παραπάνω είναι το ακόλουθο: 
 
Πόρισµα 4.6.2: Αν η συνάρτηση f, ορισµένη στο ανοικτό διάστηµα ∆, 

είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο a του ∆, τότε η συνάρτηση φa της 
παρατήρησης Καραθεοδωρή είναι µοναδική. Επίσης, η συνάρτηση f είναι 
συνεχής στο a, αλλά το αντίστροφο, όπως γνωρίζουµε, δεν ισχύει. 

 
Θα δούµε τώρα µερικές αποδείξεις µε χρήση της παρατήρησης του 

Καραθεοδωρή. Ο αναγνώστης µπορεί να παρατηρήσει πόσο απλή γίνεται 
η απόδειξη του κανόνα της αλυσίδας (βλέπε παρακάτω Θεώρηµα 4.6.5) 
µε την βοήθεια της παρατήρησης αυτής, σε σύγκριση µε τις κλασικές 
αποδείξεις, που ήδη έχουµε αναφέρει (βλέπε Θεώρηµα 3.3.4).  

 
Επίσης, όπως έχουµε πει στην παράγραφο 2.2, µπορεί κανείς να 

ολοκληρώσει τουλάχιστον το θεωρητικό µέρος όλης της διδακτέας ύλης 
(ορισµός παραγώγου, κανόνες παραγώγισης, βασικά θεωρήµατα των  
παραγώγων κ.λπ.), χωρίς να ορίσει όρια συναρτήσεων. Οι παρακάτω 
εφαρµογές της παρατήρησης του Καραθεοδωρή, µαζί µε τα υπόλοιπα 
θεωρήµατα των παραγώγων, τα οποία θα δείξουµε στο Κεφάλαιο 5 µε 
την βοήθεια της παρατήρησης αυτής, θα δείξουν καθαρά, ότι πραγµατικά 
αυτό είναι εφικτό σε µεγάλο βαθµό. Φυσικά, χωρίς την χρήση των ορίων, 
τόσο ο υπολογισµός της παραγώγου κάποιων συναρτήσεων, όσο και 
κάποια ακόµα θεωρητικά θέµατα θα είναι δύσκολο να αντιµετωπισθούν.  
        

Τώρα, πριν αποδείξουµε κανένα θεώρηµα, ας δούµε πρώτα, µε την 
παρατήρηση του Καραθεοδωρή, πόσο άµεσα µπορεί κανείς να βρει τις 
παραγώγους των πιο στοιχειωδών συναρτήσεων. Το µόνο που έχει να 
κάνει είναι να ρίξει µια µατιά σε κάποιες απλές αλγεβρικές ταυτότητες 
όπως παρακάτω:  
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f(x)       Ταυτότητα                                            φa(x)                         f ′(a)      
 
c           c-c=0(x- a)                                              0                                0   
  
x           x-a=1(x-a)                                               1                                1 
 
x2         x2-a2=(x+a)(x-a)                                    x+a                              2a  
 
x3         x3-a3=(x2+ax+a2)(x-a)                         x2+ax+a2                                     3a2                         
                                                                                                            
xn         xn-an=(xn-1+xn-2a+…+    
                       +xan-2+an-1)(x-a)                 xn-1+xn-2a+…+xan-2+an-1         nan-1

 

x       x - a = x a
x a
−
+

                              1
x a+

                    1
2 a

 

x3      3 3x a− =
3 2 233

x a
x ax a

−

+ +
           

3 2 233

1
x ax a+ +

          
23

1
3 a

   

                                                                                                                  

xν      xν - aν =
1 1

x a
x ... aν ν− ν−ν

−

+ +
             

1 1

1
x ... aν ν− νν+ + −

      
1

1
aν−νν

 

 
 
       Υποθέτουµε τώρα ότι οι συναρτήσεις που εµφανίζονται στα επόµενα 
θεωρήµατα, είναι ορισµένες σε ένα ανοικτό διάστηµα, το οποίο περιέχει 
το σηµείο, το οποίο αναφέρεται κάθε φορά στο αντίστοιχο θεώρηµα. 
  

Θεώρηµα 4.6.3: Αν οι f και g είναι παραγωγίσιµες στο σηµείο a, τότε, 
για κάθε πραγµατικό αριθµό κ, έχουµε: 

 
(α) Η κf+g είναι παραγωγίσιµη στο a και ισχύει ότι (κf+g)'(a)=κf ' (a)+ g ' (a)  
 
(β) Η fg είναι παραγωγίσιµη στο a και ισχύει ότι (fg)' (a)=f(a)g ' (a)+f ' (a)g(a)  
 

(γ) Η f
g

 είναι παραγωγίσιµη στο a και f( ) '(a)
g

= 2

f '(a)g(a) f (a)g '(a)
g (a)
− , (µε  

     την προϋπόθεση ότι ισχύει g(x)≠ 0, για κάθε x σε µια γειτονιά του a).  
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Απόδειξη:  
 
Αφού οι f,g είναι παραγωγίσιµες στο a, υπάρχουν (µοναδικές) 

συναρτήσεις φa, ψa, συνεχείς στο a, ώστε  
 

f(x)-f(a)=φa(x)(x-a)    και    g(x)-g(a)=ψa(x)(x-a),  
 

για όλα τα x που ανήκουν στο U∩V, όπου U, V τα ανοικτά διαστήµατα,  
στα οποία ορίζονται οι f και g αντίστοιχα. Επιπλέον  
 

φa(a)= f ' (a)    και    ψa(a)= g ' (a).  
 

Τώρα, για κάθε x∈U V έχουµε:  ∩
 

(α)  (κf+g)(x)-(κf+g)(a)=κf(x)+g(x)-κf(a)-g(a)= 
                                 =κ(f(x)-f(a))+g(x)-g(a)= 
                                 =κφa(x)(x-a)+ψa(x)(x-a)= 

                          =[κφa(x)+ψa(x)](x-a).  
 
Αφού οι ψa, φa είναι συνεχείς στο a, έπεται ότι και η συνάρτηση 

κφa(x)+ψa(x) είναι συνεχής στο a. Άρα, η f+g είναι παραγωγίσιµη στο a 
και µάλιστα ισχύει ότι (κf+g)'(a)=κf ' (a)+g' (a).   

   
(β)  (fg)(x)-(fg)(a)=f(x)g(x)-f(a)g(a)= 

 =f(x)g(x)-f(x)g(a)+f(x)g(a)-f(a)g(a)= 
                             =f(x)[g(x)-g(a)]+g(a)[f(x)-f(a)]= 
                             = f(x)ψa(x)(x-a)+g(a)φa(x)(x-a)= 
                             =[f(x)ψa(x)+φa(x)g(a)](x-a).  
 

Αφού οι f, g, ψa, φa είναι συνεχείς στο a, έπεται ότι και η συνάρτηση 
f(x)ψa(x)+φa(x)g(a) είναι συνεχής στο a. Άρα, η fg είναι παραγωγίσιµη 
στο a και µάλιστα ισχύει ότι (fg) ' (a)=f(a)g' (a)+f ' (a)g(a).  

 

(γ)   ( f
g

)(x)-( f
g

)(a)= f (x)g(a) f (a)g(x)
g(x)g(a)

− = 

                             = f (x)g(a) f (x)g(x) f (x)g(x) f (a)g(x)
g(x)g(a)

− + − = 
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                             = [f (x) f (a)]g(x) f (x)[g(x) g(a)]
g(x)g(a)

− − − = 

                             = a a(x)(x-a)g(x)-f(x) (x)(x a)
g(x)g(a)

ϕ ψ − = 

                             = a a(x)g(x) f (x) (x)
g(x)g(a)

ϕ − ψ (x-a).  

 
Αφού οι f, g, ψa, φa είναι συνεχείς στο a, έπεται ότι και η συνάρτηση 

a (x)g(x) f (x) (x)
g(x)g(a)

ϕ − ψa  είναι συνεχής στο a. Άρα, η f
g

 είναι 

παραγωγίσιµη στο a και µάλιστα f( ) '(a)
g

= 2

f '(a)g(a) f (a)g '(a)
g (a)
− .            □  

 
Άµεσο πόρισµα των (α) και (γ) του προηγούµενου Θεωρήµατος 

είναι το επόµενο:  
 
Πόρισµα 4.6.4: Αν οι f και g είναι παραγωγίσιµες στο σηµείο a, τότε, 

έχουµε ότι: 
 

(α) Η f-g είναι παραγωγίσιµη στο a και ισχύει ότι (f-g)'(a)=f ' (a)- g ' (a).  
 

(β) Η 1
g

 είναι παραγωγίσιµη στο a και ισχύει ότι 1( ) '(a)
g

= 2

g '(a)
g (a)
− , (µε    

την προϋπόθεση ότι αληθεύει g(x)≠ 0, για κάθε x σε µια γειτονιά του a).   
 

Φυσικά, µπορούµε να αποδείξουµε κατευθείαν από την παρατήρηση 
του Καραθεοδωρή το (β) του Πορίσµατος αυτού και µετά σε συνδυασµό  
µε το (β) του Θεωρήµατος 4.6.3 (όπως γίνεται συνήθως), να πάρουµε το 
(γ) του ίδιου Θεωρήµατος.  

  
  Κλείνοντας την παράγραφο και µαζί και το Κεφάλαιο αυτό, ας 

δούµε πόσο εύκολη και απλή γίνεται πραγµατικά, η απόδειξη του κανόνα 
της αλυσίδας, µε την βοήθεια της παρατήρησης αυτής. 

 
Θεώρηµα 4.6.5 (κανόνας αλυσίδας): Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο a 

και η g είναι παραγωγίσιµη στο f(a), τότε η σύνθεσή τους g f είναι 
παραγωγίσιµη στο a και ισχύει ότι (g f)′(a)=g′(f(a))f ′(a).  
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Απόδειξη:  
 
Αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο a, υπάρχει (µοναδική) 

συνάρτηση φa, ορισµένη σε ένα ανοικτό διάστηµα V, που περιέχει το a 
και η οποία είναι συνεχής στο a, ώστε  

 
f(x)-f(a)=φa(x)(x-a), για κάθε x∈V.  

 
Επίσης, επειδή η g είναι παραγωγίσιµη στο b=f(a), υπάρχει 

(µοναδική) συνάρτηση ψb, ορισµένη σε ανοικτό διάστηµα U, που 
περιέχει το b=f(a) και η οποία είναι συνεχής στο b, ώστε  

 
g(y)- g(f(a))=ψb(y)(y-f(a)), για κάθε y ∈U.  

 
Τότε, η συνάρτηση (ψb f)φa είναι συνεχής στο a, σαν σύνθεση και 

γινόµενο των συνεχών συναρτήσεων ψb, f και φa. Επίσης, για όλα τα 
x∈V µε f(x)∈U ισχύει ότι:  

 
(g f)(x)-(g f)(a)=g(f(x))-g(f(a))= 
                           =ψb(f(x))(f(x)-f(a))= 
                           =(ψb f)(x)φa(x)(x-a),  
 

απ’ όπου έπεται ότι η g f είναι παραγωγίσιµη στο a και µάλιστα ισχύει 
ότι (g f)′(a)= g′(f(a))f ′(a).                                                                        □ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5  
 

 
 
 
 
 

ΜΙΑ ΑΜΕΣΗ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΗΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ  
ΤΩΝ ΠΕΝΤΕ ΒΑΣΙΚΩΝ ΛΗΜΜΑΤΩΝ  

ΚΑΙ  
ΜΕΡΙΚΕΣ ΑΚΟΜΗ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΟΛΩΝ ΤΩΝ  

ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΩΝ 
 
 

 
Κάθε ένα από τα πέντε Βασικά Λήµµατα, που είδαµε στο 

προηγούµενο Κεφάλαιο, είναι, όπως προκύπτει από τις εκεί αποδείξεις, 
ισοδύναµο µε τα υπόλοιπα αξιώµατα της πληρότητας των πραγµατικών 
αριθµών. Συνεπώς και τα ίδια τα πέντε αυτά Λήµµατα είναι ισοδύναµα 
µεταξύ τους. Στο Κεφάλαιο αυτό, πρώτα θα δώσουµε µια κατ’ ευθεία 
απόδειξη αυτής της ισοδυναµίας. Η απόδειξη αυτή, που δεν την 
συναντήσαµε στην βιβλιογραφία, θα γίνει κυκλικά ακολουθώντας µία 
σειρά συνεπαγωγών, αρχίζοντας από ένα αξίωµα της πληρότητας των 
Πραγµατικών αριθµών και τελειώνοντας σε ένα άλλο, ισοδύναµό του. 
Εδώ συγκεκριµένα, επιλέξαµε από την παράγραφο 2.1.3, ως πρώτο το Π1 
(supremum) και τελευταίο το Π3 (Bolzano-Weierstrass), αφού γι’ αυτά 
έχουµε κάποιες αποδείξεις έτοιµες από το Κεφάλαιο 4. Ενδιάµεσα, θα 
έχουµε τα πέντε Λήµµατα, σε µία διάταξη, η οποία θα καθορίσει και την 
σειρά των υπολοίπων, προς απόδειξη, συνεπαγωγών. Επειδή οι δυνατές 
διατάξεις των 5 Βασικών Ληµµάτων, είναι 5!=120, θεωρήσαµε, ως το πιο 
φυσιολογικό, να επιλέξουµε προς απόδειξη την πρώτη εξ’ αυτών, δηλαδή  
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Λήµµα 1 Λήµµα 2 Λήµµα 3 Λήµµα 4 ⇒Λήµµα 5.  ⇒ ⇒ ⇒
 
Την απόδειξη αυτή, παραθέτουµε ως δεύτερη παρακάτω, λόγω της 

κάπως αυθαίρετης, κατά την γνώµη µας, ολοκλήρωσης της απόδειξης της 
συνεπαγωγής: Λήµµα 1 Λήµµα 2 (βλέπε παρακάτω σελίδα 85).  ⇒

 
Κατόπιν τούτων, επιλέξαµε µία τυχαία άλλη διάταξη, την  
 
Λήµµα 2 Λήµµα 4 Λήµµα 1 Λήµµα 3 ⇒Λήµµα 5,  ⇒ ⇒ ⇒

 
η οποία όµως και πάλι µας παρουσίασε πρόβληµα στην συνεπαγωγή: 
Λήµµα 3⇒Λήµµα 5. Έτσι καταλήξαµε στην επόµενη διάταξη, την οποία 
και παραθέτουµε ως πρώτη απόδειξη. 
 

Πληρότητα των πραγµατικών ⇒  Βασικό Λήµµα 2 ⇒  Βασικό 
Λήµµα 4  Βασικό Λήµµα 1  Βασικό Λήµµα 5 ⇒Βασικό  ⇒ ⇒
Λήµµα 3  Πληρότητα των πραγµατικών.  ⇒
  
Στην συνέχεια, µετά από τις δύο επόµενες αποδείξεις, θα δώσουµε 

µερικά ακόµη παραδείγµατα εφαρµογών, τόσο των πέντε Βασικών 
Ληµµάτων, όσο και της παρατήρησης του Καραθεοδωρή.  

 
 
 
5.1. Η ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑ ΤΩΝ ΒΑΣΙΚΩΝ ΛΗΜΜΑΤΩΝ  
 
 
5.1.1. Πρώτη Απόδειξη  
 
Οι προτάσεις των οποίων θέλουµε να δείξουµε την ισοδυναµία είναι 

κατά σειρά οι εξής:  
 

(i) Πληρότητα των πραγµατικών αριθµών: Κάθε µη κενό, πάνω 
φραγµένο υποσύνολο του  έχει supremum.   

 
(ii) Βασικό Λήµµα 2: Έστω P(Α) µια ιδιότητα, που αφορά µη κενά 
υποσύνολα Α ενός διαστήµατος ∆=[a,b]. Αν  
(α) Η P({a}) είναι αληθής  και 
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(β) Αν η υπόθεση 
«c∈∆ και για κάθε ε>0 υπάρχει x∈(c-ε,c], 

ώστε η Ρ([a,x]) να είναι αληθής» 
 συνεπάγεται ότι  

«υπάρχει δ>0, ώστε η Ρ([a,c+δ]∩ [a,b]) να είναι αληθής», 
τότε, η P(∆)  είναι αληθής.  
 
(iii) Βασικό Λήµµα 4: Αν η C είναι τοπική και προσθετική οικογένεια 
κλειστών υποδιαστηµάτων του ∆=[a,b], τότε ∆∈C.  
 
(iv) Βασικό Λήµµα 1: Αν µια τοπική στο ∆=[a,b] ιδιότητα Ρ είναι και 
προσθετική σε διαστήµατα, τότε η Ρ αληθεύει σε όλο το ∆.  
 
(v) Βασικό Λήµµα 5: Αν C είναι µια πλήρης κάλυψη του ∆, τότε η C 
περιέχει µια διαµέριση του ∆, δηλαδή υπάρχουν a=x0<x1< x2<…<xn=b, 
ώστε τα διαστήµατα Ικ=[xκ-1,xκ] της διαµέρισης να ανήκουν στη C, για 
κάθε κ=1,2,…,n.  
  
(vi) Βασικό Λήµµα 3: Έστω ∆=[a,b] και σ µία µεταβατική σχέση στο ∆. 
Αν κάθε x στο ∆ έχει µία περιοχή Νx, ώστε ∀u∈[a,x] Ν∩ x και 

v∈Ν∀ x∩ [x,b] να ισχύει ότι uσv, τότε aσb.  
 
(vii) Πληρότητα των πραγµατικών αριθµών: Κάθε µη πεπερασµένο και 
φραγµένο υποσύνολο S του  έχει τουλάχιστον ένα οριακό σηµείο 
(Bolzano – Weierstrass).  

 
Απόδειξη: 

 
(i)⇒ (ii) (Πληρότητα των πραγµατικών ⇒  Βασικό Λήµµα 2)  

 
Η απόδειξη έγινε στο Κεφάλαιο 4 (βλέπε Βασικό λήµµα 2). 

 
(ii)⇒ (iii) (Βασικό Λήµµα 2  Βασικό Λήµµα 4)  ⇒

 
Έστω C µία τοπική και προσθετική οικογένεια κλειστών 

υποδιαστηµάτων του ∆=[a,b]. Με την βοήθεια του (ii), θέλουµε να 
δείξουµε ότι ∆∈C.  
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Ορίζουµε τότε, για µη-κενά υποσύνολα I του ∆, µία ιδιότητα P(Ι) ως 
εξής:   

 
(1) Όταν Ι={x} ∆, τότε η Ρ(Ι) είναι αληθής αν και µόνο αν υπάρχει ⊂

[c,d]∈C, ώστε x∈[c,d]. 
     (2) Όταν Ι=[c,d]⊂∆, τότε η Ρ(Ι) είναι αληθής αν και µόνο αν [c,d]∈C.  
  

Από το (1) και την τοπικότητα της C έχουµε τότε ότι η P({a}) είναι 
αληθής, δηλαδή ισχύει το (α) του (ii).  

  
Έστω τώρα ένα c∈(a,b], για το οποίο αληθεύει η υπόθεση του (β) 

της (ii), δηλαδή, ε>0 να υπάρχει x∀ ∈(c-ε,c], ώστε η P([a,x]) να είναι 
αληθής, ή, λόγω του (2), [a,x]∈C.  

   
Επειδή η C είναι τοπική οικογένεια, έπεται ότι υπάρχει [c1,d]∈C, 

ώστε c∈[c1,d]. Επίσης (βλέπε Ορισµός 4.4.1) c>a c⇒ 1<c d, οπότε για 
ε<c-c

≤

1 παραπάνω, θα έχουµε τελικά ότι [a,x]∩ [c1,d]≠ ∅ . Όµως η C είναι 
προσθετική οικογένεια, συνεπώς [a,x] [c∪ 1,d]=[a,d]∈C. Άρα, υπάρχει 
δ=d-c≥ 0, ώστε η P([a,c+δ] ∆) να είναι αληθής. ∩

 
Αν δ>0, τότε από το (ii) έχουµε ότι η P(∆) είναι αληθής, δηλαδή 

∆∈C, όπως θέλαµε. 
 
Αν δ=0, τότε c=d=b (βλέπε και πάλι τον Ορισµό 4.4.1), άρα 

∆=[a,b]=[a,d]∈C. 
 
(iii)⇒ (iv) (Βασικό Λήµµα 4  Βασικό Λήµµα 1)   ⇒

 
Έστω Ρ µία ιδιότητα στο ∆=[a,b], τοπική και προσθετική σε 

διαστήµατα. Θέλουµε να δείξουµε, µε την βοήθεια του (iii), ότι η Ρ(∆) 
είναι αληθής. Προς τούτο, θεωρούµε στο ∆ την οικογένεια:  

 
C={[c,d] ∆: η P αληθεύει στο [c,d]}. ⊆

 
Τότε, η τοπικότητα της Ρ συνεπάγεται αµέσως και το ότι η C είναι 

τοπική οικογένεια κλειστών υποδιαστηµάτων του ∆.  
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Έστω τώρα C1,C2∈C µε C1∩C2≠ ∅ . Τότε η P αληθεύει στα C1 και 
C2 και, αν αυτά έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία, τότε, λόγω της 
προσθετικότητας της P, θα αληθεύει και στην C1∪C2, δηλαδή 

C1∪C2∈C. Αν όµως =
o o

1 2C C∩ ∅ , τότε πρέπει να είναι C1=[c1,c2], και 
C2=[c2,c3], µε a<c2<b. Από την τοπικότητα της Ρ και τον ορισµό της C, 

µπορούµε να βρούµε C3∈C µε c2∈C3 και 
o o

1 3C C∩ ≠∅  και . 
Αν επαναλάβουµε τώρα δύο φορές τον προηγούµενο συλλογισµό, έχουµε 
εύκολα και πάλι ότι C

o o

3 2C C∩ ≠∅

1∪C2∈C. Συνεπώς η C είναι και προσθετική 
οικογένεια. 

 Από το (iii) έπεται τότε ότι ∆∈C, δηλαδή η P αληθεύει στο ∆. 
 
(iv)⇒ (v) (Βασικό Λήµµα 1  Βασικό Λήµµα 5) ⇒
 

Έστω C µια πλήρης κάλυψη του ∆=[a,b], δηλαδή, σε κάθε x του ∆ 
αντιστοιχεί ένας θετικός αριθµός δ(x), ώστε κάθε κλειστό υποδιάστηµα 
του ∆, που περιέχει το x και έχει µήκος µικρότερο από δ(x), να ανήκει 
στην  C. Προφανώς, εκτός από τα παραπάνω, η C µπορεί να περιέχει και 
άλλα κλειστά υποδιαστήµατα του ∆. Όµως, αν υπάρχουν τέτοια επιπλέον 
υποδιαστήµατα, µπορούµε να τα παραλείψουµε, χωρίς περιορισµό της 
γενικότητας και αυτό ακριβώς υποθέτουµε παρακάτω. Θέλουµε τότε να 
δείξουµε, µε την βοήθεια της (iv), ότι υπάρχει διαµέριση του ∆ από 
διαστήµατα που ανήκουν στην C. Προς τούτο, θεωρούµε µία ιδιότητα P 
για κλειστά υποδιαστήµατα του ∆, που ορίζεται ως εξής:  

 
Η P αληθεύει στο κλειστό υποδιάστηµα Ι=[u,v] του ∆, αν και µόνο αν, 
υπάρχει διαµέριση του Ι, που αποτελείται από διαστήµατα της C. 

 
Πρέπει τώρα να δείξουµε ότι η P είναι τοπική και προσθετική σε 

διαστήµατα ιδιότητα.  
 
Έστω x∈∆. Αφού η C είναι πλήρης κάλυψη του ∆, υπάρχει δ(x)>0, 

ώστε κάθε κλειστό υποδιάστηµα του ∆, που περιέχει το x και έχει µήκος 
µικρότερο του δ(x) να ανήκει στη C. Τότε προφανώς για Ι=[u,v], που 
περιέχει το x και έχει µήκος µικρότερο του δ(x), ισχύει ότι τα [u,x], [x,v] 
ανήκουν στην C και αποτελούν διαµέριση του Ι, αφού [u,v]=[u,x] [x,v], 
δηλαδή η P αληθεύει στο Ι. Άρα, η P είναι τοπική στο ∆ ιδιότητα.  

∪
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Για την απόδειξη της προσθετικότητας της Ρ θα χρειαστούµε τα 
παρακάτω:  

 
Έστω [β,γ] και [c,d], µε β<c<γ<d, δύο υποδιαστήµατα του ∆, που 

ανήκουν στην C. Τότε, για κάποια x1∈[β,γ], x2∈[c,d], υπάρχουν δ(x1)>0 
και δ(x2)>0, ώστε γ–β<δ(x1) και d–c<δ(x2). Έχουµε τότε τις επόµενες 
περιπτώσεις:  

 
(1) Αν το x1 ανήκει στο [β,c], τότε προφανώς c-β<δ(x1), άρα το [β,c] 

ανήκει στην C και [β,d]=[β,c] [c,d], δηλαδή, υπάρχει διαµέριση του 
[β,d] από διαστήµατα της C.  

∪

 
(2) Όµοια, αν το x2 ανήκει στο [γ,d], υπάρχει και πάλι διαµέριση του 

[β,d]=[β,γ] [γ,d] από διαστήµατα της C.   ∪
 
(3) Έστω τώρα ότι τα x1,x2 ανήκουν στο [c,γ]. ∆ιακρίνουµε τότε τις 

εξής υποπεριπτώσεις:  
(α) Αν x1≤ x2, εύκολα και πάλι βλέπουµε ότι υπάρχει διαµέριση του 

[β,d]=[β,x1]∪ [x1,x2] [x∪ 2,d] από διαστήµατα της C.  
(β) Αν x2<x1, τότε θέτουµε δ=max{d-x2, x1-β}.  

Αν δ=d-x2, τότε x2-β<δ<δ(x2), άρα το [β,x2] ανήκει στην C, οπότε και 
πάλι υπάρχει διαµέριση του [β,d]=[β,x2] [x∪ 2,d] από διαστήµατα της C.   
Αν δ=x1-β, τότε d-x1<δ<δ(x1), άρα το [x1,d] ανήκει στην C, οπότε και 
πάλι υπάρχει διαµέριση του [β,d]=[β,x1] [x∪ 1,d] από διαστήµατα της C.  
  
       Μπορούµε τώρα εύκολα να δείξουµε την προσθετικότητα της Ρ. 

Έστω ότι η Ρ αληθεύει στα υποδιαστήµατα Ι1 και Ι2 (µε ) του 
∆, δηλαδή, υπάρχουν διαµερίσεις των Ι

o o

1 2I I∩ ≠ ∅

1 και Ι2 από διαστήµατα της C. 
Εξαιρώντας κάποιες τετριµµένες περιπτώσεις, επιλέγουµε, στην  µόνη 
περίπτωση που ουσιαστικά έχουµε να εξετάσουµε, ένα υποδιάστηµα 
[β,γ] από την διαµέριση του Ι1 και ένα υποδιάστηµα [c,d] από εκείνη του 
Ι2, ώστε β<c<γ<d. Τότε όµως, όπως είδαµε προηγουµένως, υπάρχει 
διαµέριση του [β,d] από διαστήµατα της C. Συνεπώς, υπάρχει διαµέριση 
και της ένωσης  I1∪ I2 από διαστήµατα της C, δηλαδή, η Ρ αληθεύει στην 
ένωση των υποδιαστηµάτων αυτών, όπως θέλαµε.   
   

Από το (iv) έπεται τότε, ότι η P αληθεύει στο ∆, δηλαδή, υπάρχει 
διαµέριση  του ∆ από διαστήµατα της C. 
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(v)⇒ (vi) (Βασικό Λήµµα 5  Βασικό Λήµµα 3)  ⇒
 

Έστω σ µία µεταβατική σχέση στο ∆=[a,b], η οποία ικανοποιεί τις 
υποθέσεις του Βασικού Λήµµατος 3. Θέλουµε, µε την βοήθεια του (v), 
να δείξουµε ότι aσb. Προς τούτο, θεωρούµε την επόµενη οικογένεια 
κλειστών υποδιαστηµάτων του ∆ (x∈∆):  

 
C={Ix: Ix κλειστό υποδιάστηµα του ∆, x∈Ix και Ix⊆ Νx},  
 

όπου, Νx είναι η περιοχή του x, για την οποία ισχύει η υπόθεση του 
Λήµµατος 3. Αυτό συνεπάγεται ότι, για κάθε υποδιάστηµα Ix=[u,v], που 
ανήκει στην C, έχουµε ότι u∈[a,x]∩Νx και v∈Νx∩ [x,b], άρα και uσv.  

 
Θα δείξουµε τώρα, ότι η C είναι µία πλήρης κάλυψη του ∆. Έστω x 

ένα εσωτερικό σηµείο του ∆ και έστω Νx=(β,γ) η παραπάνω περιοχή του 
x (για τις περιπτώσεις x=a και x=b, η απόδειξη είναι παρόµοια, αλλά ας  
υπενθυµίσουµε στο σηµείο αυτό και την Σηµείωση της παραγράφου 4.3). 
Θέτουµε τώρα, δ(x)=min{x-β,γ-x}. Τότε, αφού κάθε κλειστό διάστηµα 
του ∆, που περιέχει το x και έχει µήκος µικρότερο του δ(x), ανήκει στην 
Νx, έπεται ότι ανήκει και στην C. Άρα η C είναι µία πλήρης κάλυψη του 
∆ (σύγκρινε και µε την Παρατήρηση (β) της παραγράφου 4.5).  

 
Από το (v) έχουµε τότε, ότι υπάρχει διαµέριση του ∆, έστω 

a=x0<x1< <xn=b, µε [xk-1,xk] να ανήκουν στη C για όλα τα k=1,2,…,n. 
Τότε όµως, όπως είδαµε παραπάνω, για όλα τα k ισχύει ότι xk-1σxk, 
πράγµα που συνεπάγεται, λόγω της µεταβατικότητας της σ, ότι x0σxn, 
δηλαδή aσb, όπως θέλαµε.                 

 
 (vi) (vii) (Βασικό Λήµµα 3 ⇒  Πληρότητα πραγµατικών) ⇒
 

Η απόδειξη έγινε στο Κεφάλαιο 4 (βλέπε θεώρηµα 4.3.4).               □ 
 
 
 5.1.2. ∆εύτερη Απόδειξη  
 
Θα δούµε τώρα την δεύτερη απόδειξη της ισοδυναµίας των πέντε 

Βασικών Ληµµάτων, όπως αναφέραµε στην εισαγωγή του Κεφαλαίου 
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αυτού. Εδώ, η διάταξη των Ληµµάτων ακολουθεί την χρονολογική σειρά 
δηµοσίευσής τους, δηλαδή είναι η εξής:  

  
Πληρότητα των πραγµατικών ⇒  Βασικό Λήµµα 1 ⇒  Βασικό 
Λήµµα 2  Βασικό Λήµµα 3  Βασικό Λήµµα 4 ⇒Βασικό  ⇒ ⇒
Λήµµα 5  Πληρότητα των πραγµατικών.  ⇒
 
Απόδειξη:  
 

Πληρότητα των πραγµατικών  Βασικό Λήµµα 1  ⇒
 
Η απόδειξη έγινε στο Κεφάλαιο 4 (βλέπε Βασικό λήµµα 1). 

 
Βασικό Λήµµα 1 ⇒  Βασικό Λήµµα 2  

 
       Έστω P(Α) µια ιδιότητα, που αφορά µη κενά υποσύνολα Α ενός 
διαστήµατος ∆=[a,b] και ικανοποιεί τα (α) και (β) του Λήµµατος 2. Με 
την βοήθεια του Λήµµατος 1, θέλουµε να δείξουµε ότι η Ρ(∆) είναι 
αληθής. Προς τούτο, ορίζουµε για υποδιαστήµατα του ∆, µία άλλη 
ιδιότητα Ρ1, ως εξής:  
 

Αν Ι είναι ένα υποδιάστηµα του ∆ και β είναι το αριστερό άκρο του,  
τότε η Ρ1(Ι) είναι αληθής, αν και µόνο αν, η αλήθεια της Ρ([a,β]) 

συνεπάγεται την αλήθεια Ρ([a,γ]), για κάθε γ στο Ι. 
 

Προφανώς η Ρ1 είναι προσθετική σε διαστήµατα, αλλά για την 
απόδειξη της τοπικότητά της θα χρειαστούµε µια, κάπως αυθαίρετη κατά 
την γνώµη µας, επιπλέον παραδοχή, την οποία θα δούµε σε λίγο 
παρακάτω. Έστω c ένα τυχαίο σηµείο του ∆. Θέλουµε να δείξουµε ότι 
υπάρχει διάστηµα Ι, που το περιέχει (σύµφωνα µε τον Ορισµό 4.1.2) και 
η Ρ1(Ι) να είναι αληθής. Αν υποθέσουµε τώρα, ότι για κάθε ε>0 υπάρχει 
x∈(c-ε,c], ώστε η Ρ([a,x]) να είναι αληθής, τότε, από το (β) του 
Λήµµατος 2, θα υπάρχει δ>0, ώστε η Ρ([a,c+δ]∩∆) να είναι αληθής. 
Θέτοντας τότε, y=min{c+δ,b}, έχουµε ότι το c ανήκει στο διάστηµα [x,y] 
και η Ρ1([x,y]) είναι αληθής, αν δεχτούµε την επιπλέον παραδοχή, ότι η 
αλήθεια των Ρ([a,x]) και Ρ([a,y]) συνεπάγεται και το ότι η Ρ([a,γ]) είναι 
αληθής για κάθε γ στο (x,y). Παίρνοντας τότε Ι=[x,y], έχουµε ότι η Ρ1 
είναι και τοπική ιδιότητα.    
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Το Βασικό Λήµµα 1 συνεπάγεται τότε ότι αληθεύει η Ρ1(∆), δηλαδή 
η αλήθεια της Ρ({a}) συνεπάγεται την αλήθεια της Ρ([a,γ]) για κάθε γ 
στο ∆. Όµως, από το (α) του Λήµµατος 2, έχουµε ότι η Ρ({a}) είναι 
αληθής. Συνεπώς, η Ρ([a,γ]) είναι αληθής για κάθε γ στο ∆, απ’ όπου για 
γ=b έπεται και η αλήθεια της Ρ(∆), όπως θέλαµε.    

Οι επόµενες συνεπαγωγές δεν παρουσιάζουν κανένα πρόβληµα και 
γι’ αυτό δίνουµε µόνο κάποιες σύντοµες υποδείξεις γι’ αυτές. 

  
Βασικό Λήµµα 2 ⇒  Βασικό Λήµµα 3  

 
Αν υποθέσει κανείς ότι έχει µία µεταβατική σχέση σ στο ∆=[a,b], η 

οποία ικανοποιεί τις υποθέσεις του Λήµµατος 3, τότε, για να αποδείξει µε 
την βοήθεια του Λήµµατος 2, ότι ισχύει aσb, αρκεί να θεωρήσει, για µη 
κενά υποσύνολα του ∆, την επόµενη ιδιότητα Ρ και να λάβει υπ’ όψιν του 
και την Σηµείωση της παραγράφου 4.3.  

 
Η ιδιότητα Ρ ορίζεται τώρα ως εξής:  
 

Αν Α είναι ένα µη κενό υποσύνολο του ∆, τότε η Ρ(Α)  
είναι αληθής, αν και µόνο αν aσβ για κάθε β στο Α.  

 
ή και ως εξής:  
 

Αν Ι=[u,v] είναι ένα υποδιάστηµα του ∆, τότε 
η Ρ(Ι) είναι αληθής, αν και µόνο αν ισχύει uσv. 

 
Βασικό Λήµµα 3 ⇒  Βασικό Λήµµα 4  
  

Εδώ, αν υποθέσει κανείς ότι έχει µία τοπική και προσθετική 
οικογένεια C, κλειστών υποδιαστηµάτων του ∆=[a,b], τότε, για να 
αποδείξει µε την βοήθεια του Λήµµατος 3, ότι ισχύει ∆∈C, αρκεί να 
θεωρήσει την επόµενη σχέση σ στο ∆, η οποία, όπως προκύπτει εύκολα, 
είναι µεταβατική και ικανοποιεί και τις υπόλοιπες υποθέσεις του 
Λήµµατος 3. 

 
Αν u≤ v είναι δύο σηµεία του ∆, τότε uσv αν και µόνο αν το 

 διάστηµα [u,v] περιέχεται σε ένα τουλάχιστον διάστηµα της C. 
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Βασικό Λήµµα 4 ⇒  Βασικό Λήµµα 5  
 
       Έστω C µία πλήρης κάλυψη του ∆=[a,b]. Τότε, για να αποδείξει 
κανείς µε την βοήθεια του Λήµµατος 4, ότι η C περιέχει διαµέριση του ∆, 
αρκεί να θεωρήσει εκείνη την οικογένεια των κλειστών υποδιαστηµάτων 
του ∆, για καθένα των οποίων η C περιέχει µία διαµέρισή του. Τότε, η 
συνέχεια της απόδειξης είναι πανοµοιότυπη µε εκείνη της συνεπαγωγής 
(iv)⇒(v), της παραγράφου 5.1.1.  
        

Σηµείωση: Μία απόδειξη της συνεπαγωγής  
«Βασικό Λήµµα 5 ⇒  Βασικό Λήµµα 4» 

µπορεί να βρει ο αναγνώστης στο [15] (βλέπε THEOREM 1, σελ. 329).  
 
Βασικό Λήµµα 5 ⇒  Πληρότητα των  πραγµατικών   

 
Η απόδειξη έγινε στο Κεφάλαιο 4 (βλέπε θεώρηµα 4.5.6).               □ 

 
 
 
       5.2. ΑΛΛΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΩΝ  

 
Στην παράγραφο αυτή θα αποδείξουµε µερικά ακόµη από τα 

θεωρήµατα του Κεφαλαίου 3, χρησιµοποιώντας τις νέες προτάσεις  του 
Κεφαλαίου 4. Στο πρώτο µέρος θα κάνουµε χρήση των πέντε Βασικών 
Ληµµάτων και στο δεύτερο της παρατήρησης του Καραθεοδωρή.  

 
5.2.1. Εφαρµογές των Βασικών Ληµµάτων  
 
Στο Κεφάλαιο 3, µεταξύ άλλων, σχολιάσαµε και την παρουσίαση 

των βασικών Θεωρηµάτων της συνέχειας, των παραγώγων και των 
ολοκληρωµάτων στα διάφορα Σχολικά µας βιβλία. Στα Παραρτήµατα Α, 
Β και Γ, τα οποία αναφέρονται στην Συνέχεια, την Παράγωγο και το 
Ολοκλήρωµα, αντίστοιχα, παραθέτουµε και αυτούσια αντίγραφα από τα 
βιβλία [12], [21] και [6]. Στην συνέχεια, στο Κεφάλαιο 4, είδαµε τις νέες 
αποδείξεις µερικών από αυτά τα Θεωρήµατα, µε τρόπους, που σε πολλές 
περιπτώσεις ήταν απλούστεροι των ήδη γνωστών µας, όµως, το πιο 
σηµαντικό ίσως είναι το ότι, καθένας από αυτούς προσφέρεται για µία 
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«ενοποιηµένη µέθοδο» αντιµετώπισης των αποδείξεων αυτών των 
Θεωρηµάτων, όπως έχουµε ήδη ξαναπεί.   

Στην παράγραφο αυτή, θα ολοκληρώσουµε την προσπάθεια της 
απόδειξης των σπουδαιότερων από τα παραπάνω Θεωρήµατα καθώς και 
µερικών άλλων, µε τη βοήθεια των νέων αυτών µεθόδων. Συγκεκριµένα, 
το επόµενο πλάνο µας δείχνει τι έχουµε αποδείξει µέχρι τώρα και τι θα 
δείξουµε παρακάτω.    

 
Θεωρήµατα Συνέχειας 

 
• Θ.3.2.4 (Bolzano και Ενδιαµέσων Τιµών): Έχει αποδειχθεί µε 

τα Βασικά Λήµµατα 3, 4 και 5 (βλ. Θ.4.3.2, Θ.4.4.4, Θ.4.5.3, 
αντίστοιχα) και ουσιαστικά και µε το Βασικό Λήµµα 2 (βλέπε 
Θ.4.2.2). Παρόµοια, η απόδειξη του παρακάτω Θ.5.2.i, είναι 
ουσιαστικά και η απόδειξή του, µε το Βασικό Λήµµα 1.  

• Θ.3.2.6 (Μέγιστης–Ελάχιστης τιµής) και Θ.3.2.7 (Συµπάγειας): 
Έχουν αποδειχθεί µε τα Βασικά Λήµµατα 1 και 2 (βλ. Θ.4.1.4, 
Θ.4.1.5, Θ.5.2.i και Θ.4.2.1, Θ.4.2.2, αντίστοιχα), ενώ, µε τα 
υπόλοιπα Βασικά Λήµµατα, έχουν αποδειχθεί τα Θ.4.3.1, 
Θ.4.4.3 και Θ.4.5.2 (όλα ίδια ακριβώς µε το Θ.4.1.4), τα οποία 
συνεπάγονται το Θ.3.2.6 (βλ. και σελ. 40), άρα και το Θ.3.2.7.  

• Θ.3.2.8 (Ολοκληρωσιµότητα των συνεχών συναρτήσεων): Το 
«κλειδί» για την κλασική απόδειξη αυτού του Θεωρήµατος, 
είναι, όπως έχουµε ξαναπεί, το Θ.3.2.9, το οποίο θα δείξουµε 
παρακάτω στο Θ.5.2.ii, µε όλα τα Βασικά Λήµµατα. Μία 
απόδειξη, χωρίς χρήση του Θ.3.2.9, υπάρχει στο [43], σελίδα  
247. Για άλλες αποδείξεις, όπως και για τα Θ.Θ.Α. Λογισµού, 
που αναφέρονται στο Θ.3.2.8, βλέπε παρακάτω (Θεωρήµατα 
Ολοκληρωµάτων).   

 
Θεωρήµατα Παραγώγων 

 
• Τις αποδείξεις των βασικών Θεωρηµάτων Θ.3.3.1, Θ.3.3.2, 

Θ.3.3.3 και Θ.3.3.4, έχουµε ήδη δώσει µε την βοήθεια της 
Παρατήρησης του Καραθεοδωρή, στην παράγραφο 4.6 του 
προηγουµένου Κεφαλαίου. Στην επόµενη και τελευταία 
παράγραφο 5.2.2, θα δούµε και τις αποδείξεις των Θ.3.3.5, και 
Θ.3.3.6, πάλι µε την Παρατήρηση αυτή.  
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•  Θ.3.3.7 (Rolle και Μέσης Τιµής): Ως γνωστόν, το Θεώρηµα 
αυτό, προκύπτει άµεσα από το Θεώρηµα Fermat και εκείνο  
της Μέγιστης και Ελάχιστης τιµής (βλέπε και Παράρτηµα Β). 
Από αυτά, το πρώτο έχει απόδειξη, µε την Παρατήρηση του  
Καραθεοδωρή (Θ.5.2.β παρακάτω) και το άλλο, µε τα Βασικά 
Λήµµατα. Συνεπώς, το παραπάνω Θεώρηµα είναι και αυτό 
µια από τις συνέπειες των νέων µας µεθόδων. Υπενθυµίζουµε 
επίσης, ότι έχουµε ακόµη αποδείξει και το σχετικό Θ.4.3.3.  

• Θ.3.3.8 και Θ.3.3.9 (Συνέπειες του Θ.Μ.Τ. και Κριτήρια 
τοπικών ακροτάτων): Με χρήση των Βασικών Ληµµάτων θα 
δούµε παρακάτω το Θ.5.2.iii και το Θ.5.2.iv. Το πρώτο εξ’ 
αυτών είναι το (α) του Θ.3.3.8, ενώ το δεύτερο είναι µία από 
τις δυνατές γενικεύσεις των (β) και (γ) του ίδιου Θεωρήµατος. 
Για το Θ.3.3.9, η απόδειξη του Κριτηρίου πρώτης παραγώγου 
είναι τετριµµένη, ενώ µία απόδειξη του Κριτηρίου δεύτερης 
παραγώγου, θα δούµε, µε την Παρατήρηση Καραθεοδωρή, 
στην επόµενη παράγραφο 5.2.2.  

• Θ.3.3.10 (Darboux συνέχεια της παραγώγου): Ισχύουν και εδώ 
ακριβώς όσα είπαµε παραπάνω για το Θ.3.3.7.  

 
Θεωρήµατα Ολοκληρωµάτων 

 
• Θ.3.4.3 (Ολοκληρωσιµότητα των συνεχών συναρτήσεων): Στις 

γνωστές αποδείξεις του (β) αυτού του Θεωρήµατος έχουµε 
ήδη αναφερθεί (βλέπε Θ.3.2.8 παραπάνω). Άλλες αποδείξεις 
του, µε χρήση των Βασικών Ληµµάτων, θα δούµε στο Θ.5.2.v 
παρακάτω.  

• Θ.3.4.5 (Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού): To (γ) του 
Θεωρήµατος αυτού (∆εύτερο Θ.Θ.Α.) θα δείξουµε, µε την 
βοήθεια των Βασικών Ληµµάτων, στο Θ.5.2.vi παρακάτω. Τα 
(α) και (β) του Θ.3.4.5, υπάρχουν και στα Σχολικά βιβλία (βλ. 
Παράρτηµα Γ).   

 
Άλλα Θεωρήµατα 

 
• Την παράγραφο αυτή θα κλείσουµε αποδεικνύοντας, µε την 

βοήθεια και πάλι κάποιων από τα Βασικά Λήµµατα, µερικά 
ακόµη σηµαντικά Θεωρήµατα. Τα δύο πρώτα εξ’ αυτών, 
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σχετίζονται και πάλι µε τα αξιώµατα της πληρότητας και είναι 
το Θ.5.2.vii, που αφορά το αξίωµα του Κιβωτισµού (πιο 
συγκεκριµένα, όχι ακριβώς το Π6, αλλά το Π5 – Cantor) και το 
Θ.5.2.viii, που αφορά το Π7 (Borel–Lebesgue ή Heine–Borel). 

• Τέλος, το Θ.52.ix αφορά το Κριτήριο µονοτονίας Dini για την 
οµοιόµορφη σύγκλιση, ενώ το Θ.5.2.x, το αναφέρουµε µόνο 
για ενηµέρωση.      

 
Για το πρώτο Θεώρηµα που θα δείξουµε, θα χρησιµοποιήσουµε το 

Βασικό Λήµµα 1 και η σωστή θέση του είναι αµέσως µετά τα Θ.4.1.4 και 
Θ.4.1.5, τα οποία εξασφαλίζουν τα m και M της εκφώνησής του.  

 
Θεώρηµα 5.2.i: Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ∆=[a,b], τότε 

παίρνει κάθε τιµή ανάµεσα στην ελάχιστη (m) και την µέγιστη (Μ) τιµή της.  
 
Απόδειξη: 
Έστω ότι η f δεν παίρνει την ενδιάµεση τιµή η. Τότε η συνάρτηση 

f(x)–η δεν µηδενίζεται πουθενά στο ∆. 
Θεωρούµε τώρα την επόµενη ιδιότητα Ρ:  
 

  Η συνεχής συνάρτηση f(x)–η,  διατηρεί το πρόσηµό της σε ένα διάστηµα,  
 
η οποία προφανώς είναι προσθετική σε διαστήµατα ιδιότητα. Επίσης, 
αφού η f(x)–η δεν µηδενίζεται στο ∆, η συνέχειά της, εύκολα θα µας 
δώσει (όπως έχουµε δει και άλλες φορές µέχρι τώρα), ότι η Ρ είναι και 
τοπική ιδιότητα. Έπεται τότε από το  Βασικό Λήµµα 1, ότι η Ρ αληθεύει 
σε όλο το ∆. Συνεπώς έχουµε ότι, είτε f(x)–η>0, για κάθε x στο ∆, είτε  
f(x)–η<0, για κάθε x στο ∆, πράγµα άτοπο, αφού m–η<0 και M–η>0.  

Άρα, η f παίρνει όλες τις ενδιάµεσες τιµές µεταξύ των m και M.     □ 
 
 Στη συνέχεια θα δούµε το Θεώρηµα 3.2.9, δηλαδή, το ότι η 

συνέχεια µιας συνάρτησης στο κλειστό διάστηµα ∆=[a,b], συνεπάγεται  
την οµοιόµορφη συνέχειά της στο ∆. Υπενθυµίζουµε ότι, αυτό είναι το 
«κλειδί» για την κλασική απόδειξη του ότι, κάθε συνάρτηση f, συνεχής 
στο ∆, είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα αυτό.  

  
Πραγµατικά, έστω ε>0. Λόγω της οµοιόµορφης συνέχειας της f στο 

∆, υπάρχει δ>0, ώστε, για κάθε x,y∈∆ µε x y− <δ, να ισχύει ότι  
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f (x) f (y)− <
b a
ε
−

. Έστω τώρα ότι {a=x0<x1<x2<…< xn=b} είναι µια 

οποιαδήποτε διαµέριση του ∆ µε πλάτος µικρότερο του δ. Τότε, η 
διαφορά των πάνω και κάτω αθροισµάτων της f για την διαµέριση αυτή 

ισούται µε (x
n

k k
k 1

(M m )
=

−∑ k–xk-1). Όµως, από το Θεώρηµα Μέγιστης και 

Ελάχιστης τιµής και την παραπάνω ανισότητα, έχουµε ότι το άθροισµα 

αυτό, είναι τελικά µικρότερο από 
b a
ε
−

n

k k 1
k 1

(x x )−
=

−∑ =
b a
ε
−

(b–a)=ε. 

Συνεπώς, από το γνωστό µας Κριτήριο ολοκληρωσιµότητας, έπεται ότι η 
συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο ∆.  □       

 
Θεώρηµα 5.2.ii: Έστω f∈C(∆) και ∆=[a,b] (δηλαδή, το ∆ είναι 

κλειστό και φραγµένο). Τότε η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο ∆. 
  
Απόδειξη µε το Βασικό Λήµµα 1:  
 
(Από την εργασία [17], σελ. 107): Έστω ένα ε>0. 
 
Θεωρούµε, για υποδιαστήµατα του ∆, την επόµενη ιδιότητα Ρ:   
 
Αν Ι=[β,γ]⊆ ∆, τότε η Ρ αληθεύει στο Ι, αν υπάρχει διαµέριση του Ι, 

ώστε, για όλα τα σηµεία x,y οποιουδήποτε υποδιαστήµατος της διαµέρισης 
αυτής, να ισχύει ότι −f ( x ) f ( y ) <ε/2. 

 
Η ιδιότητα Ρ είναι προφανώς προσθετική σε διαστήµατα, αφού αν η 

Ρ αληθεύει σε δυο επικαλυπτόµενα διαστήµατα του ∆, τότε θα ισχύει και 
στην ένωσή τους, όπως προκύπτει εύκολα θεωρώντας την διαµέριση, που 
περιέχει όλα τα σηµεία των δυο αρχικών διαµερίσεων.  

 
Επίσης, η Ρ είναι και τοπική ιδιότητα, διότι αν x0 είναι ένα σηµείο 

του ∆, λόγω της συνέχειας της f, για ε0< 4
ε , υπάρχει δ>0, ώστε, για κάθε 

x∈[x0-δ,x0+δ] ∆, να ισχύει ότι ∩ 0f (x) f (x )− <ε0. Τότε, το διάστηµα 
Ι=[x0-δ,x0+δ]∩∆, δεν χρειάζεται περαιτέρω διαµέριση, αφού, για κάθε 
x,y∈Ι, ισχύει ότι f (x) f (y)− ≤ 0f (x) f (x )− + 0f (x ) f (y)− <ε0+ε0<ε/2.  

 



 - 99 -

Άρα, η Ρ αληθεύει σε όλο το ∆, οπότε η οµοιόµορφη συνέχεια της f, 
αποδεικνύεται εύκολα, παίρνοντας για δ το µήκος του µικρότερου από τα 
υποδιαστήµατα της διαµέρισης, την οποία εγγυάται η Ρ. Πράγµατι, για 
x,y σηµεία του ∆ µε x y− <δ, αυτά θα βρίσκονται στο ίδιο ή σε δύο 
διαδοχικά υποδιαστήµατα της διαµέρισης, συνεπώς f (x) f (y)− <ε/2<ε, ή  
f (x) f (y)− if (x) f (x )≤ − + if (x ) f (y)− <ε/2+ε/2=ε, όπου xi είναι το 
κοινό σηµείο των δύο διαδοχικών υποδιαστηµάτων που περιέχουν τα x,y.  

 
Στην συνέχεια µπορούµε εύκολα να τροποποιήσουµε κατάλληλα την 

προηγούµενη απόδειξη, ώστε να πάρουµε τις αποδείξεις του παραπάνω 
Θεωρήµατος και µε τα υπόλοιπα Βασικά Λήµµατα. Π.χ.   
 

Απόδειξη µε το Βασικό Λήµµα 5:  
 
Έστω ε>0. Θεωρούµε την συλλογή:  
 

C={I: Ι κλειστό υποδιάστηµα του ∆, µε f ( y ) f ( z )− <ε/2, ∀   y,z∈I}. 
 
Θα δείξουµε ότι η C είναι µία πλήρης κάλυψη του ∆. 

 
Έστω x∈∆. Λόγω της συνέχειας της f στο x, υπάρχει δ(x)>0, ώστε,  

για κάθε y∈(x-δ(x),x+δ(x)), να ισχύει f (x) f (y)− <
4
ε . Έστω τώρα Ι ένα  

υποδιάστηµα του ∆, που περιέχει το x και έχει µήκος µικρότερο του δ(x). 
Τότε, Ι⊆ (x-δ(x),x+δ(x)) και εποµένως για κάθε y,z∈Ι έχουµε 

f (y) f (z)− ≤ f (x) f (y)− + f (x) f (z)− <
4
ε +

4
ε =

2
ε . Άρα Ι∈C, δηλαδή η 

C είναι µία πλήρης κάλυψη του ∆. Από το Βασικό Λήµµα 5, υπάρχει 
τότε διαµέριση του ∆ από στοιχεία της C.  

 
Η απόδειξη ολοκληρώνεται τώρα ακριβώς όπως στην προηγούµενη 

απόδειξη µε το Βασικό Λήµµα 1.                                                              □ 
 
Το επόµενο θεώρηµα (Θ.3.3.8(α)), προκύπτει συνήθως άµεσα ως 

συνέπεια του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού λογισµού. Εδώ 
θα το δείξουµε µε χρήση του Βασικού Λήµµατος 5. Αποδείξεις µε την 
βοήθεια των υπολοίπων Βασικών Ληµµάτων, ας αναζητήσει µόνος του ο 
αναγνώστης.  
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Θεώρηµα 5.2.iii: Αν f′(x)=0 για κάθε x∈∆=[a,b], τότε η f είναι 
σταθερή στο ∆. 

 
Απόδειξη:  
 
Θα δείξουµε ότι για το τυχόν γ του (a,b] ισχύει f(γ)=f(a). 
Έστω ε>0. Θεωρούµε την συλλογή: 

 
C={Ι: Ι κλειστό υποδιάστηµα του [a,γ], µε f ( I ) <ε I }, 

 
όπου f(I) συµβολίζει την διαφορά f(d)–f(c), όταν Ι=[c,d] και I =d–c. Θα 
δείξουµε ότι η C είναι µία πλήρης κάλυψη του Γ=[a,γ].  
 

Πραγµατικά, έστω ένα x∈Γ. Αφού f ′(x)=0, θα υπάρχει δ(x)>0 ώστε  
f (z) f (y)

z y
−
−

<ε, για όλα τα y,z στο Γ µε y≠ z και x–δ(x)<y x≤ z<x+δ(x) 

(βλέπε Πρόταση 3.3.11). Συνεπώς, για κάθε  κλειστό υποδιάστηµα Ι του 
Γ, µε Ι=[c,d], το οποίο περιέχει το x και έχει µήκος µικρότερο του δ(x), 

θα ισχύει επίσης ότι 

≤

f (d) f (
d c
−
−

c) <ε, δηλαδή f (I) <ε I . Άρα το Ι θα 

ανήκει στην C, δηλαδή, η C είναι µία πλήρης κάλυψη του Γ.  
 
Από το Λήµµα 5, θα υπάρχει τότε διαµέριση x0=a<x0<…< xn=γ του 

Γ, όπου τα διαστήµατα Ικ=[xκ-1,xκ] θα ανήκουν στην C. Τότε, έχουµε ότι 
 

f ( ) f (a)γ − ≤
n

k
k 1

f (I )
=
∑ <ε

n

k
k 1

I
=
∑ =ε(γ–a).  

 
Αφού το ε είναι τυχαίο, έπεται ότι f(γ)=f(a), όπως θέλαµε.      □ 
 
Τώρα, αντί των (β) και (γ) του ίδιου Θεωρήµατος 3.3.8, θεωρούµε 

πιο σηµαντικό να αποδείξουµε εδώ, κάποιο από τα πολλά Θεωρήµατα, τα 
οποία γενικεύουν τα (β) και (γ) του Θ.3.3.8. Για τον σκοπό αυτό, θα 
χρειαστούµε τον επόµενο ορισµό:  

 
Έστω ξ ένα κοινό σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού ∆ µιας 

συνάρτησης f και του πεδίου ορισµού της παραγώγου της f. Γι’ αυτό το ξ, 
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θεωρούµε την συνάρτηση φ(x)= f ( x ) f ( )
x
− ξ
− ξ

, η οποία ορίζεται σε κάθε 

σηµείο του συνόλου ∆ -{ξ}. Τότε, υπάρχει στο { }  το ∪ ±∞ liminf ( x )
ξ

ϕ , 

που συµβολίζεται µε Df (ξ) και ονοµάζεται κατώτερη παράγωγος της f στο 
ξ, δηλαδή, Df (ξ)= sup

δ
{

A
inf

δ

φ(x): x στο  Αδ= ∆∩ (ξ-δ, ξ+δ)-{ξ}, δ>0}. 

(Ανάλογους ορισµούς έχουµε και για την ανώτερη παράγωγο της f – limsup 
αντί liminf – και τους αριθµούς ή παραγώγους Dini, αλλά εδώ δεν θα 
επεκταθούµε περαιτέρω επ’ αυτών).   

 
Θεώρηµα 5.2.iv: Αν η κατώτερη παράγωγος µιας συνάρτησης f είναι 

µεγαλύτερη ή ίση του µηδενός για κάθε x ενός διαστήµατος ∆=[a,b], τότε η 
f είναι αύξουσα συνάρτηση στο ∆. 

 
Απόδειξη:  
 
Αρκεί να δείξουµε ότι για τυχαία σηµεία α,β στο ∆, µε α<β, ισχύει 

ότι f(α)≤ f(β). 
Πραγµατικά, έστω ε>0. Θεωρούµε την συλλογή:  
 

C={Ι: Ι κλειστό υποδιάστηµα του [α,β] και f(Ι)>-ε I }, 
 

όπου f(Ι) παριστάνει τη διαφορά f(d)-f(c), όταν Ι=[c,d] και I =d–c. Θα 
δείξουµε ότι η C είναι µία πλήρης κάλυψη του Α=[α,β]. Για το τυχόν x 
του Α, ισχύει ότι Df (x) ≥ 0>–ε. Άρα υπάρχει δ(x)>0, ώστε, για κάθε y 

στο ∆, µε 0< y x− <δ(x), να ισχύει ότι ( ) ( )f y f x
y x
−
−

>–ε. Έστω τώρα ένα 

τυχαίο κλειστό υποδιάστηµα Ι=[c,d] του Α, που περιέχει το x και έχει  
I <δ(x). Τότε,  

 
f(I) = f(d)–f(c) = [f(d)–f(x)]–[f(c)–f(x)] >  

 
                                >–ε(d–x)–[–ε(c–x)] = –ε(d–x–c+x) = –ε(d–c) = –ε I .  

 
Άρα το Ι ανήκει στη C, δηλαδή, η C είναι µία πλήρης κάλυψη του Α. 
Από το Βασικό Λήµµα 5, υπάρχει τότε διαµέριση {α=x0<x1<…<xn=β} 
του Α, ώστε κάθε Ικ=[xκ-1, xκ] να ανήκει στη C. Έχουµε τότε,  
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f(β)–f(α) =  > –ε
n

k
k 1

f (I )
=
∑

n

k
k 1

I
=
∑  = –ε(β–α) και αφού το ε είναι τυχαίο, 

έπεται ότι f(β)–f(α)≥ 0, όπως θέλαµε.                                                        □ 
 
Ανάλογα Θεωρήµατα µπορεί να διατυπώσει και να αποδείξει κανείς 

και για την ανώτερη παράγωγο µιας συνάρτησης κ.λπ.  
 
Το πρώτο, από τα επόµενα δύο Θεωρήµατα, αφορά και πάλι την 

ολοκληρωσιµότητα των συνεχών συναρτήσεων, σύµφωνα µε το πλάνο 
που εκθέσαµε στην αρχή αυτής της παραγράφου και το δεύτερο, το 
Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού.  

 
Θεώρηµα 5.2.v: Κάθε συνάρτηση f, συνεχής στο διάστηµα ∆=[a,b], 

είναι ολοκληρώσιµη στο ∆.  
 
Απόδειξη:  
 
Είδαµε παραπάνω, πριν από την απόδειξη του Θ.5.2.ii, την κλασική 

απόδειξη του βασικού αυτού Θεωρήµατος. Εδώ θα δούµε την απόδειξή 
του, µε την βοήθεια των Βασικών Ληµµάτων και χωρίς την χρήση του 
Θ.5.2.ii. Θα χρειαστούµε όµως δύο άλλα πράγµατα. Το πρώτο είναι το 
γνωστό µας Θεώρηµα Μέγιστης και Ελάχιστης τιµής και φυσικά το ότι η 
συνάρτησή µας είναι φραγµένη στο ∆. Συνεπώς, για κάθε κλειστό 
υποδιάστηµα Ι του ∆, υπάρχουν τα πάνω και κάτω ολοκληρώµατά της 
στο Ι. Το δεύτερο είναι, το ότι για τα πάνω και κάτω αυτά ολοκληρώµατα 
εξακολουθεί να ισχύει ο τύπος του Θ.3.4.2, όπως αναφέρεται και στο 
[43], σελ. 247, όπου υπάρχει και µια άλλη απόδειξη, που αποφεύγει 
επίσης το Θ.5.2.ii, όπως έχουµε ξαναπεί.  

 
Τώρα, θα δώσουµε εδώ τα κεντρικά σηµεία της απόδειξής µας. 

Μετά, µπορεί να ορίσει κανείς και στην συνέχεια να αποδείξει ό,τι άλλο 
απαιτείται, ανάλογα µε πιο Βασικό Λήµµα σκοπεύει να χρησιµοποιήσει, 
είτε µία ιδιότητα Ρ, για υποδιαστήµατα του ∆, είτε µία σχέση σ στο ∆, 
είτε µία οικογένεια υποδιαστηµάτων του ∆, µετατρέποντας κατάλληλα 
τις επόµενες γενικές υποδείξεις. 

 
Έστω ε>0. Τότε:  
 
(α) Για τον ορισµό της ιδιότητας Ρ, ή της οικογένειας C, ή της 

σχέσης σ, που θα χρειαστεί κανείς, µπορεί να χρησιµοποιήσει το εξής:  
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(*)      Αν Ι=[α,β] είναι ένα υποδιάστηµα του ∆, τότε θα αληθεύει η Ρ(Ι), ή 
         το Ι θα ανήκει στην C, ή ασβ, αν για κάθε υποδιάστηµα [γ,δ] του I, 
         η διαφορά του πάνω και κάτω ολοκληρώµατος της f στο [γ,δ] είναι 

ίση ή µικρότερη του ε(δ–γ). 
  
(β) Για ένα τυχαίο σηµείο x του ∆, υπάρχει, λόγω της συνέχειας της 

f, περιοχή Ι=[α,β] του x, στην οποία η διαφορά µεταξύ της µέγιστης τιµής 
M και της ελάχιστης τιµής m, της f, να είναι µικρότερη ή ίση του ε. Άρα, 
για κάθε υποδιάστηµα [γ,δ] του Ι, έχουµε ότι:  

        

f f
δ δ

γ γ

−∫ ∫ ≤Μ(δ–γ)–m(δ–γ)=(Μ–m)(δ–γ)≤ ε(δ–γ), 

 
δηλαδή, το υποδιάστηµα Ι ικανοποιεί την (*).  

 
(γ) Έστω Ι1=[α1,β1] και Ι2=[α2,β2] δύο υποδιαστήµατα του ∆, για τα 

οποία  ισχύει η (*) και έχουν µη-κενή τοµή. Αν Ι= , τότε η (*) 
ισχύει και στο Ι. Πραγµατικά, αυτό είναι προφανές αν το ένα εξ’ αυτών 
περιέχεται στο άλλο, γι’ αυτό ας υποθέσουµε ότι α

1I I∪ 2

1<α2≤β1<β2. Έστω 
τώρα ότι [γ,δ] είναι ένα υποδιάστηµα του Ι, το οποίο δεν περιέχεται µόνο 
στο Ι1, ή µόνο στο Ι2, αφού τότε δεν έχουµε τίποτα να αποδείξουµε. Άρα, 
η περίπτωση που µας ενδιαφέρει είναι όταν γ<α2≤β1<δ, οπότε [γ,α2] Ι⊂ 1 
και [α2,δ] Ι⊂ 2. Συνεπως,  

 

f f
δ δ

γ γ

−∫ ∫ =
2

2

f f
α δ

γ α

+∫ ∫  –
2

2

f f
α δ

γ α

−∫ ∫ ≤ ε(α–γ)+ε(δ–α)=ε(δ–γ),  

 
όπως θέλαµε.     

 
Από τα (β) και (γ) τα Βασικά λήµµατα 1,2,3 και 4, θα δώσουν ότι το 

ίδιο το ∆ ικανοποιεί την (*) και ιδιαίτερα έχουµε τότε ότι:  
 

b b

a a

f f−∫ ∫ ≤ ε(b–a), 

 
για κάθε ε>0, πράγµα που σηµαίνει ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο ∆. 
Όσο για το Λήµµα 5, η οικογένεια C, που θα ορίσουµε, θα αποδειχθεί ότι 
είναι µία πλήρης κάλυψη του ∆, µόνο µε την βοήθεια του (α) παραπάνω. 
Μετά, η διαµέριση του ∆ από στοιχεία της C, που εγγυάται το Λήµµα 5, 
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θα µας δώσει το ζητούµενο, µε τρόπο παρόµοιο, αλλά πολύ ευκολότερο 
και πιο άµεσο (χωρίς περιπτώσεις), µε αυτόν του (β) παραπάνω.             □ 
 

Θεώρηµα 5.2.vi: Αν η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα 
∆=[a,b] και ισχύει ότι f=g′ στο ∆, για κάποια συνάρτηση g, τότε ισχύει και 

b

a

f ( x )dx∫ =g(b)-g(a). 

 
Απόδειξη:  
 
Παρακάτω θα χρησιµοποιήσουµε τους επόµενους συµβολισµούς: 

J=
b

a

f∫ (x)dx, P  για τις διάφορες διαµερίσεις του ∆, E  για τις διάφορες 

επιλογές ενδιαµέσων σηµείων από τα υποδιαστήµατα µιας διαµέρισης, 
||P || για το πλάτος της εν λόγω διαµέρισης και Σ(f,P,E ) για το άθροισµα 
Riemann της f, που αντιστοιχεί στην συγκεκριµένη διαµέριση και την 
συγκεκριµένη επιλογή ενδιαµέσων σηµείων.  
 

Τότε, η ολοκληρωσιµότητα της f στο ∆, συνεπάγεται ότι:  
  

(*) Για κάθε ε>0, υπάρχει δ>0, ώστε |Σ(f,P,E )–J|<ε, για κάθε διαµέριση  
P   του ∆ και για κάθε επιλογή ενδιαµέσων σηµείων E ,  µε ||P  ||<δ. 

 
Θεωρούµε τώρα ένα ε>0 και έστω δ>0, το αντίστοιχο δ, το οποίο 

µας δίδει η (*) όταν βάλουµε ε(b–a) αντί απλά ε. Για να αποδείξουµε το 
Θεώρηµά µας, µε την βοήθεια των Βασικών Ληµµάτων 1 και 2, αρκεί να 
ορίσουµε, για κλειστά υποδιαστήµατα του ∆, την επόµενη ιδιότητα Ρ:  

 
Αν Ι=[β,γ] ∆, τότε η Ρ αληθεύει στο Ι, αν υπάρχει µία διαµέριση ⊆

   P   = {β=x0<x1<x2< <xn=γ} του Ι και µία επιλογή ενδιαµέσων  
   σηµείων E  ={ξ1,ξ2,…,ξn},  µε ξk στο [xk-1,xk], ώστε, ||P  ||<δ και  
   −− − −k k k k kg( x ) g( x ) g'( ξ )( x x )1 −1 <ε(xk–xk-1), ∀  k=1,2,…,n. 

 
Στην συνέχεια παρατηρούµε ότι:  
 
(α) Για κάθε ξ∈∆, υπάρχει, από την Πρόταση 3.3.11, ένα δ(ξ)>0, 

ώστε, για κάθε x,y στο ∆, µε x≠ y και ξ–δ(ξ)<x≤ ξ≤ y<ξ+δ(ξ), να ισχύει 
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ότι: g(y) g(x) g '( )
y x
−

− ξ
−

<ε. Τότε, κάθε υποδιάστηµα Ι=[β,γ] του ∆, που 

περιέχει το ξ και έχει µήκος γ–β<min{δ,δ(ξ)}, προφανώς ικανοποιεί την 
g( ) g( ) g '( )( )γ − β − ξ γ −β <ε(γ–β). ∆ηλαδή, ισχύει η ιδιότητα Ρ(Ι), χωρίς 
περαιτέρω διαµέριση του Ι.  

 
(β) Αν η ιδιότητα Ρ αληθεύει για δύο κλειστά υποδιαστήµατα του ∆, 

µε µη–κενή τοµή, τότε, µε ένα συλλογισµό πανοµοιότυπο µε εκείνο της 
συνεπαγωγής (iv)⇒(v), της παραγράφου 5.1.1, έχουµε ότι η Ρ αληθεύει 
και στην ένωσή τους.  

 
Από τα (α) και (β) τώρα, έπεται άµεσα ότι η Ρ είναι τοπική και 

προσθετική σε διαστήµατα ιδιότητα, οπότε, από το Βασικό Λήµµα 1, η 
Ρ(∆) είναι επίσης αληθής. Αν θέλουµε να χρησιµοποιήσουµε το Βασικό 
Λήµµα 2, αρκεί στην ανισότητα, που εµφανίζεται στην Ρ, να βάλουµε 
µικρότερο ή ίσον αντί απλά µικρότερο, ώστε να αληθεύει η Ρ({a}).  

 
Τώρα, η Ρ(∆) σηµαίνει ότι υπάρχει διαµέριση P  του ∆, που ορίζει 

τα υποδιαστήµατα [xi-1,xi], i=1,2,…,n, του ∆ και επιλογή E ={ξ1,…,ξn} 
ενδιαµέσων σηµείων της, ώστε να ισχύουν οι ανισότητες, που αναφέρει η 
διατύπωση της Ρ. Έχουµε τότε, λόγω και της τριγωνικής ανισότητας, ότι:  

 

|Σ(f,P, E ) –[g(b)–g(a)]| =
n

i i i 1
i 1

f ( )(x x ) [g(b) g(a)]−
=

ξ − − −∑ = 

=
n

i i i 1 i i 1
i 1

{g '( )(x x ) [g(x ) g(x )]}− −
=

ξ − − −∑ < =ε(b–a). 
n

i i 1
i 1

(x x )−
=

ε −∑
 

Συνεπώς, αν υποθέσουµε ότι το J δεν είναι ίσο µε το d=g(b)–g(a), 
τότε, από την (*) (υπενθυµίζουµε µε ε(b–a) αντί ε) και την τελευταία 
ανισότητα, έχουµε, για ε=|J–d|/2(b–a), µε πρόσθεση κατά µέλη των δύο 
ανισοτήτων (όπου και οι δύο αναφέρονται στα τελευταία P  και E ) και 
χρήση της τριγωνικής ανισότητας,  ότι |J–d|<|J–d|, πράγµα άτοπο. 

 
Τροποποιώντας τώρα κατάλληλα την προηγούµενη απόδειξη και 

χρησιµοποιώντας, αντί της ιδιότητας Ρ, την  
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Αν β<γ, β,γ δύο σηµεία του ∆, τότε βσγ, αν υπάρχει µία διαµέριση 
   P   = {β=x0<x1<x2< <xn=γ} του Ι και µία επιλογή ενδιαµέσων  
   σηµείων E  ={ξ1,ξ2,…,ξn},  µε ξk στο [xk-1,xk], ώστε, ||P  ||<δ και  
   −− − −k k k k kg( x ) g( x ) g'( ξ )( x x )1 −1 <ε(xk–xk-1), ∀  k=1,2,…,n, 

 
ή την  

 
C = {Ι: Ι=[β,γ] ∆ και αληθεύει ότι, υπάρχει µία διαµέριση   ⊆

   P   = {β=x0<x1<x2< <xn=γ} του Ι και µία επιλογή ενδιαµέσων  
   σηµείων E  ={ξ1,ξ2,…,ξn},  µε ξk στο [xk-1,xk], ώστε, ||P  ||<δ και  
   −− − −k k k k kg( x ) g( x ) g'( ξ )( x x )1 −1 <ε(xk–xk-1), ∀  k=1,2,…,n},  
 

έχουµε την απόδειξη του παραπάνω Θεωρήµατος, µε την βοήθεια των 
Βασικών Ληµµάτων 3 και 4, αντίστοιχα.  

Τέλος, για το Βασικό Λήµµα 5, θεωρούµε, αντί της ιδιότητας Ρ, µία 
συλλογή κλειστών υποδιαστήµατων του ∆, που ορίζεται ως εξής:  
 

C={Ι: Ι=[β,γ]⊆ ∆, µε |γ–β|<δ και υπάρχει ξ στο Ι, ώστε 
να ισχύει ότι  g( γ ) g( β ) g'( ξ )( γ β )− − − <ε(γ–β). 

    
Η παραπάνω παρατήρηση (α) τότε, µας εξασφαλίζει ότι η C είναι 

µία πλήρης κάλυψη του ∆, άρα υπάρχουν τα κατάλληλα P  και E , για να 
ολοκληρώσουµε την απόδειξη, όπως προηγουµένως.                               □ 

  
Θα δείξουνε τώρα την επόµενη µορφή του αξιώµατος Π5 (Cantor). 
  
Θεώρηµα 5.2.vii: Αν {Fn} είναι µία φθίνουσα ακολουθία κλειστών 

συνόλων του διαστήµατος ∆=[α,β], η τοµή των οποίων είναι το κενό 
σύνολο, τότε κάποιο Fn, από τα σύνολα αυτά, είναι κενό.  

 
Απόδειξη:  
 
Για να αποφύγουµε την επανάληψη των ίδιων επιχειρηµάτων πολλές 

φορές, θα δείξουµε το Θεώρηµα αυτό µε ένα από τα Βασικά Λήµµατα. Η 
απόδειξη µε τα υπόλοιπα είναι παρόµοια και πολύ εύκολα µπορεί κανείς 
να την επαναλάβει. Εδώ θα χρησιµοποιήσουµε το Βασικό Λήµµα 3. Γι’ 
αυτό, θεωρούµε µια σχέση σ στο ∆, ώστε, για δύο σηµεία u,v του ∆, µε 
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u v, να ισχύει uσv, αν και µόνο αν, υπάρχει φυσικός αριθµός n, ώστε 
[u,v] F
≤

∩ n=∅ .  
Η σχέση σ είναι µεταβατική, αφού, αν uσv και vσw, τότε υπάρχουν 

n,m, ώστε να ισχύει [u,v] F∩ n=∅  και [v,w]∩Fm=∅ . Χωρίς βλάβη της 
γενικότητας, ας υποθέσουµε ότι n<m. Τότε, Fm⊆ Fn, άρα [u,v]∩Fm=∅  
και [v,w] F∩ m=∅ , εποµένως και [u,w]∩Fm=∅ , δηλαδή uσw. 

Έστω τώρα ένα τυχαίο x∈∆. Αφού το x δεν ανήκει στην τοµή των 
κλειστών Fn, η οποία είναι το κενό σύνολο, θα υπάρχει κάποιο Fk, που 
δεν περιέχει το x, άρα το x αυτό ανήκει στο συµπλήρωµα του , το 
οποίο είναι ανοικτό σύνολο. Συνεπώς, υπάρχει περιοχή Ν

kF
x του x που 

περιέχει το x και Νx∩Fn=∅ . Τώρα προφανώς, για κάθε u∈Νx∩ [a,x] και 
v∈Νx∩ [x,b], έχουµε ότι [u,v]∩Fn=∅ . Από το Βασικό Λήµµα 3 έπεται 
τότε ότι aσb, δηλαδή [a,b] F∩ n=∅ , για κάποιο Fn, όπως θέλαµε.            □ 

 
Ακολουθεί µια απόδειξη του αξιώµατος Π7 (ιδιότητα των Borel–

Lebesgue, ή καµιά φορά και θεώρηµα Heine-Borel), για την περίπτωση 
που το συµπαγές σύνολο είναι ένα (κλειστό και φραγµένο) διάστηµα.   

 
Θεώρηµα 5.2.viii: ΑνC  είναι µια κάλυψη του ∆=[a,b] από ανοικτά 

σύνολα, τότε η C   περιέχει µια πεπερασµένη υποκάλυψη του ∆. 
 
Απόδειξη:  
 
Θα αποδείξουµε το Θεώρηµα αυτό µε την βοήθεια του Βασικού 

Λήµµατος 5, αλλά ισχύουν και εδώ όσα είπαµε στην αρχή της απόδειξης 
του προηγουµένου Θεωρήµατος. Θεωρούµε την συλλογή:  

  
C={Ι: Ι κλειστό υποδιάστηµα του ∆, το οποίο 
         περιέχεται σε κάποιο σύνολο της C  }. 

  
Τώρα, κάθε σηµείο x του ∆ ανήκει σε κάποιο σύνολο της C, το 

οποίο είναι ανοικτό, άρα, για κάποιο ε>0, το διάστηµα (x–ε,x+ε) θα 
ανήκει στην C. Τότε, κάθε κλειστό υποδιάστηµα Ι του ∆, που περιέχει το 
x και έχει µήκος µικρότερο του ε, θα περιέχεται στο (x-ε, x+ε), άρα το Ι 
θα ανήκει στη C. Συνεπώς, η C είναι µία πλήρης κάλυψη του ∆ και  
εποµένως περιέχει µια διαµέριση του ∆. Όµως, κάθε υποδιάστηµα της 
διαµέρισης αυτής περιέχεται σε ένα σύνολο της C, που σηµαίνει ότι η C 
περιέχει πεπερασµένο αριθµό συνόλων, τα οποία καλύπτουν το ∆.         □   
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Θεώρηµα 5.2.ix: (Κριτήριο του Dini) Αν ∆=[a,b] και {fn} είναι µία 
φθίνουσα ακολουθία συνεχών συναρτήσεων, οι οποίες συγκλίνουν κατά 
σηµείο στο µηδέν στο ∆, τότε αυτή συγκλίνει οµοιόµορφα στο µηδέν στο ∆.  

 
Απόδειξη:  
 
Έστω ε>0. Αφού η ακολουθία των παραπάνω συναρτήσεων φθίνει, 

κατά σηµείο, στο µηδέν, έπονται τα εξής:  
 
Πρώτον, ισχύει ότι 0 και δεύτερον, αν για ένα x στο ∆, υπάρχει 

ένας φυσικός αριθµός n, για τον οποίο ισχύει ότι f
nf ≥

n(x)<ε, τότε η 
ανισότητα αυτή θα ισχύει και για όλους τους µεγαλύτερους του n 
φυσικούς αριθµούς, δηλαδή, η ύπαρξη ενός φυσικού αριθµού,  για τον 
οποίο ισχύει η παραπάνω ανισότητα, συνεπάγεται την σύγκλιση στο 
µηδέν της ακολουθίας, στο σηµείο αυτό. 

 
Θεωρούµε τώρα την σχέση σ στο ∆, ώστε, για δύο σηµεία του ∆, µε 

u≤ v, να ισχύει uσv, αν και µόνον αν, υπάρχει φυσικός αριθµός n, ώστε 
fn(x)<ε, x∈[u,v] (πράγµα, που ουσιαστικά σηµαίνει ότι στο διάστηµα 
αυτό, έχουµε οµοιόµορφη σύγκλιση).  

∀

  
Τότε, οι uσv και vσw εξασφαλίζουν δύο φυσικούς αριθµούς n1 και 

n2, εκ των οποίων ο µεγαλύτερος, µπορεί να θεωρηθεί ως ο αριθµός n, 
που, µε την σειρά του εξασφαλίζει την uσw, δηλαδή, η σχέση σ είναι  
µεταβατική.  

 
Επίσης, αν x∈∆, η fn(x)→0, συνεπάγεται την ύπαρξη ενός φυσικού 

αριθµού n, ώστε να ισχύει fn(x)<
2
ε . Από την άλλη, λόγω της συνέχειας  

της fn, υπάρχει δ>0, ώστε ∀  s∈(x-δ,x+δ), να ισχύει n nf (s) f (x)− <
2
ε .  

 
Τότε, για κάθε u∈(x-δ,x] και για κάθε v∈[x,x+δ), έχουµε ότι uσv, 

διότι fn(s)= nf (s) ≤ n nf (s) f (x)− + nf (x) <
2
ε +

2
ε =ε, για κάθε s∈[u,v].  

 
Συνεπώς, από το Βασικό Λήµµα 3, έπεται ότι ισχύει και η aσb, 

δηλαδή, η {fn} συγκλίνει οµοιόµορφα στο µηδέν στο ∆, όπως θέλαµε.   
 
Βέβαια και εδώ η παραπάνω απόδειξη µπορεί να τροποποιηθεί, ώστε 

να ολοκληρωθεί µε κάποιο από τα άλλα Βασικά Λήµµατα.                     □ 
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Το επόµενο και τελευταίο Θεώρηµα αυτής της παραγράφου, το 
αναφέρουµε µόνο για ενηµέρωση και φυσικά για εκείνους τους 
αναγνώστες, οι οποίοι γνωρίζουν τις έννοιες που εµφανίζονται σ’ αυτό. 
Σηµειώνουµε όµως ότι, µε την βοήθεια των Βασικών µας Ληµµάτων, η 
απόδειξή του είναι ελάχιστα δυσκολότερη από τις αποδείξεις των ίδιων 
Θεωρηµάτων, τα οποία είδαµε παραπάνω και στα οποία αντί «σχεδόν 
παντού» και «απολύτως συνεχής», είχαµε «παντού» και «συνεχής» στο 
∆, αντίστοιχα. Από την άλλη µάλιστα, µια τέτοια απόδειξή του (βλέπε 
π.χ. [15], σελ.331-332), είναι µάλλον κατά πολύ ευκολότερη από τις 
συνήθεις αποδείξεις του, που υπάρχουν στα προχωρηµένα συγγράµµατα 
της Ανάλυσης.   

 
Θεώρηµα 5.2.x: (α) Αν η f είναι φραγµένη στο ∆=[α,β] και σχεδόν 

παντού συνεχής στο ∆, τότε η f είναι ολοκληρώσιµη στο ∆.   
(β) Αν η f είναι απολύτως συνεχής στο ∆=[α,β] και επιπλέον 

f '( x )=0 σχεδόν παντού στο ∆, τότε η f είναι σταθερή στο ∆.  
 

 
5.2.2. Εφαρµογές της παρατήρησης του Καραθεοδωρή  
 
Στη παράγραφο αυτή θα δώσουµε, µε χρήση της παρατήρησης του 

Καραθεοδωρή, τις αποδείξεις των βασικών εκείνων Θεωρηµάτων, τα 
οποία αναφέραµε στο πλάνο της αρχής της προηγούµενης παραγράφου.  

  
Θεώρηµα 5.2.α: Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως 

µονότονη στο ένα ανοικτό διάστηµα ∆ και c είναι ένα σηµείο του ∆, στο 
οποίο υπάρχει η f′(c) και είναι  f′(c)≠ 0, τότε η g=f -1  είναι παραγωγίσιµη 
στο d=f(c) και ισχύει ότι  g′(d)=[f′(c)]-1. 

 
Απόδειξη:  
 
Όπως γνωρίζουµε, αφού η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως 

µονότονη στο ανοικτό διάστηµα ∆, έπεται ότι θα είναι και 1-1, µε σύνολο 
τιµών f(∆), επίσης ένα ανοικτό διάστηµα, το οποίο θα είναι και το πεδίο 
ορισµού της, επίσης συνεχούς, συνάρτησης g= 1f − . Από την παρατήρηση 
του Καραθεοδωρή, επειδή η f είναι παραγωγίσιµη στο c, θα υπάρχει 
συνάρτηση φ, που είναι συνεχής στο c και ικανοποιεί, για όλα τα x του ∆,  
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την σχέση f(x)–f(c)=φ(x)(x–c) και επιπλέον ισχύει ότι φ(c)=f ′(c). Επειδή  
f ′(c) 0 και η f είναι 1-1, έπεται τότε ότι και φ(x)≠ ≠ 0, για κάθε x στο ∆.  

 
Τώρα, για κάθε y∈f(I), έχουµε ότι:  
 

y–d=f( (y))–f(c)=φ[1f − 1f − (y)][ 1f − (y)–c)], 
ή  

1f − (y)– 1f − (d)= 1

1
(f (y))−ϕ

(y–d),  

αφού φ(x) 0 στο ∆. ≠
 

Επιπλέον, η συνέχεια των  συναρτήσεων 1f −  στο d και φ στο 

c= (d), συνεπάγεται την συνέχεια της 1f −
1

1
(f (y))−ϕ

 στο d. Άρα, από 

Καραθεοδωρή και πάλι, η 1f −  είναι επίσης παραγωγίσιµη στο d και 

µάλιστα ( )′(d)= 1f −
1

1
(f (d))−ϕ

= 1
(c)ϕ

= 1
f '(c)

, όπως θέλαµε.                       □ 

 
Στη συνέχεια θα δούµε µία απόδειξη του θεωρήµατος του Fermat µε 

χρήση και πάλι της παρατήρησης του Καραθεοδωρή. 
 
Θεώρηµα 5.2.β (Θεώρηµα Fermat): Αν η συνάρτηση f, ορισµένη στο 

διάστηµα ∆, παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο εσωτερικό σηµείο α του ∆ 
και η f είναι παραγωγίσιµη στο α, τότε f′(α)=0. 

 
Απόδειξη:  
 
Θα δείξουµε το θεώρηµα όταν το f(α) είναι τοπικό µέγιστο (όταν 

στο α η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο, η απόδειξη είναι ανάλογη, ή, πιο 
καλά, εφαρµόζουµε το προηγούµενο αποτέλεσµα στην συνάρτηση –f). 
Αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο α, θα υπάρχει συνάρτηση φ, συνεχής 
στο α, µε φ(α)=f ′(α) και f(x)–f(α)=φ(x)(x–α), για κάθε x∈∆.   

Επίσης, υπάρχει περιοχή Να του α στο ∆, ώστε, για κάθε x∈Να, να 
ισχύει ότι f(x) f(α). Εύκολα τότε έχουµε ότι, για x≤ ∈Να µε x<α, ισχύει 
ότι φ(x) 0, ενώ, για x∈Ν≤ α µε x>α, ισχύει ότι φ(x)≥ 0. Από την συνέχεια 
τώρα της φ στο α, έπεται άµεσα ότι φ(α)=0, δηλαδή, f ′(α)=0.                 □ 
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Κλείνουµε και αυτή την παράγραφο και συγχρόνως και την εργασία 
µας, µε την απόδειξη του Κριτηρίου δευτέρας παραγώγου και πάλι µε την 
Παρατήρηση του Καραθεοδωρή.   

 
Θεώρηµα 5.2.γ: Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα 

∆ και x0 είναι ένα εσωτερικό σηµείο του ∆, για το οποίο ισχύει f′(x0)=0 και 
υπάρχει η f″(x0), τότε: 

(α) Αν f″(x0)<0, τότε το f(x0) είναι τοπικό µέγιστο της f. 
(β) Αν f″(x0)>0, τότε το f(x0) είναι τοπικό ελάχιστο της f.  
 
Απόδειξη:  
 
Προφανώς, αρκεί να δείξουµε µόνο το (α) του Θεωρήµατος αυτού. 

Για ευκολία στον συµβολισµό θα αντικαταστήσουµε το x0 µε α, άρα, θα 
δείξουµε ότι οι f ′(α)=0 και f ″(α)<0, συνεπάγονται, µαζί µε τις υπόλοιπες 
υποθέσεις του Θεωρήµατος, ότι η f(α) είναι τιµή τοπικού µεγίστου της f. 
Πραγµατικά, από την Παρατήρηση Καραθεοδωρή, έχουµε ότι υπάρχει 
συνάρτηση φ, συνεχής στο α, µε φ(α)=f ″(α) και η οποία ικανοποιεί την 
σχέση: f ′(x)–f ′(α)=φ(x)(x–α), για κάθε x του ∆, ή, αφού f ′(α)=0, έχουµε 
τελικά ότι  f ′(x) = φ(x)(x–α), για κάθε x του ∆.  

 
Επειδή, φ(α)=f ″(α)<0 και η φ είναι συνεχής στο α, θα υπάρχει ένα  

ανοικτό υποδιάστηµα Ι του ∆, για κάθε x του οποίου, θα ισχύει φ(x)<0. 
Συνεπώς, για x στο Ι, µε x<α, η παραπάνω σχέση δίδει f ′(x)>0, ενώ, όταν 
είναι x>α, θα έχουµε f ′(x)<0. Τότε, το Κριτήριο της πρώτης παραγώγου 
δίδει άµεσα το ζητούµενο.                                                                         □  
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