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1
Εισαγωγή

Στόχος της µεταπτυχιακής εργασίας είναι η ανάπτυξη µιας µεθοδολογίας αντι-

στροφής ακουστικών µετρήσεων για την ανάκτηση κρίσιµων ποσοτήτων οι οποίες

περιγράφουν ένα ϑαλάσσιο περιβάλλον.

Το µοντέλο που ϑα χρησιµοποιήσουµε για την αντιστροφή ϑα είναι µη γραµ-

µικό και η διαδικασία αντιστροφής ϑα αναχθεί σε ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης

(ελαχιστοποίησης) µιας αντικειµενικής συνάρτησης.

Ως δεδοµένα της αντιστροφής ϑα χρησιµοποιήσουµε στατιστικά χαρακτηριστι-

κά του ακουστικού σήµατος. Συγκεκριµένα ϑα χαρακτηρίσουµε το ακουστικό σή-

µα µε ένα σύνολο από τις στατιστικές παραµέτρους µιας κατάλληλης στατιστικής

κατανοµής η οποία ϑα προσεγγίζει τις εκ των υστέρων στατιστικές κατανοµές των

συντελεστών του µετασχηµατισµού κυµατιδίων του σήµατος.

Η µέθοδος αυτή έχει παρουσιασθεί στις εργασίες [1] και [2] και η παρούσα εργα-

σία αποτελεί µια προσπάθεια συνέχειάς τους. Το νέο στοιχείο της παρούσας εργασίας

είναι η µέθοδος ϐελτιστοποίησης. Στην εργασία [2] χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος των

Νευρωνικών ∆υκτίων για την εκτίµηση των παραµέτρων ενώ εδώ η αντίστοιχη διαδι-

κασία ϑα γίνει µε τους γενετικούς αλγορίθµους, οι οποίοι είναι καταλληλότεροι από

τα Νευρωνικά ∆ύκτια στην αντιµετώπιση πολυδιάστατων προβληµάτων ϐελτιστοποίη-

σης.

Η µέθοδος εφαρµόζεται σε προβλήµατα ακουστικής τοµογραφίας όπου στόχος

είναι η µελέτη των µεταβολών στο ϑαλάσσιο περιβάλλον. Επίσης ϐρίσκει εφαρµογή

σε προβλήµατα µελέτης της ποιότητας του πυθµένα.

Με την παρούσα µέθοδο ϐελτιστοποίησης ϑα προσπαθήσουµε να ανακτήσουµε

ταυτόχρονα µεγάλο αριθµό παραµέτρων του ϑαλάσσιου περιβάλλοντος
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∆οµή της Εργασίας :

Στο δέυτερο κεφάλαιο παρουσιάζονται το ευθύ και το αντίστροφο πρόβληµα ακου-

στικής διάδοσης. Επιπλέον περιγράφεται µε συντοµία η διαδικασία που ϑα ακολου-

ϑήσει στα επόµενα κεφάλαια.

Στην αρχή του τρίτου κεφαλαίου ϑα δούµε αρκετά αναλυτικά τον µετασχηµατισµό

κυµατιδίων και τον τρόπο µε τον οποίο ένα σήµα αναλύεται σε επίπεδα συχνότητας.

Θα ακολουθήσει η περιγραφή των Συµµετρικών ΄Αλφα Ευσταθών κατανοµών και το

πως αυτές ϑα προσεγγίσουν καλά τις εκ των υστέρων κατανοµές των συντελέστων

του µετασχηµατισµού κυµατιδίων του σήµατος. Τέλος ϑα ορισθεί µια συνάρτηση

που ϑα εκφράζει απόσταση δύο ακουστικών σηµάτων και η οποία ϑα αποτελέσει στη

συνέχεια την αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος ϐελτιστοποίησης.

Στο τέταρτο κεφάλαιο ϑα παρουσιάσουµε τους γενετικούς αλγορίθµους και τον

τρόπο µε τον οποίο ϑα χρησιµοποιηθούν στο αντίστροφο πρόβληµα ακουστικής διά-

δοσης καθώς και την µέθοδο παρουσίασης των αποτελεσµάτων µε εκ των υστέρων

στατιστικές κατανοµές.

Τέλος στο πέµπτο και έκτο κεφάλαιο ϑα δούµε παραδείγµατα αντιστροφής και

συµπεράσµατα που προκύπτουν από αυτα για την αποτελεσµατικότητα της µεθόδου.
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2
Ευθύ και Αντίστροφο Πρόβληµα

Ακουστικής ∆ιάδοσης σε

Θαλάσσιο Κυµατοδηγό

2.1 Γραµµικά Χρονικά Αναλλοίωτα Συστήµατα

Με το όρο σύστηµα στη ϑεωρία διάδοσης σηµάτων ενοούµε τη διαδικασία κατά την

οποία ένα σήµα το οποίο παράγεται από µια πηγή µετασχηµατίζεται από το περι-

ϐάλλον του. Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουµε εν συντοµία τα γραµµικά χρονικά

αναλλοίωτα συστήµατα τα οποία χρειαζόµαστε στην µοντελοποίηση του προβλήµατος

ακουστικής διάδοσης. Στην περίπτωσή µας το αρχικό σήµα (σήµα εισόδου) ϑα είναι

ένα ελεγχόµενο σήµα που ϑα παραχθεί από µια υποβρύχια ακουστική πηγή και η

έξοδος ϑα είναι το σήµα (σήµα εξόδου) που εκφράζει την µεταβολή της πίεσης σε ένα

σήµειο µακριά από την πηγή, το οποίο ϑα καταγράψει ένας δέκτης.

΄Ενα σύστηµα ορίζεται µαθηµατικά µε ένα τελεστή [3], ο οποίος απεικονίζει το

σήµα εισόδου x(t) σε ένα σήµα εξόδου y(t), δηλαδή

T : x→ y (2.1)

Τα συστήµατα που ϑα µας απασχολίσουν σε αυτή την εργασία ϑα είναι γραµµικά,

χρονικά αναλλοίωτα και αιτιατά.

• Γραµµικότητα : Εάν y1(t) = T{x1(t)} και y2(t) = T{x2(t)} τότε

T{x1(t) + x2(t)} = T{x1(t)}+ T{x2(t)} = y1(t) + y2(t) (2.2)

• Χρονικά Αναλλοίωτο : Εάν y1(t) = T{x1(t)} και y(t) = T{x(t)}, τότε εάν

x1(t) = x(t− t0) =⇒ y1(t) = y(t− t0) (2.3)

όπου t0 ∈ R
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• Αιτιατότητα : Εάν y1(t) = T{x1(t)} και y2(t) = T{x2(t)} τότε

x1(t) = x2(t), t ≤ t0 =⇒ y1(t) = y2(t), t ≤ t0 (2.4)

όπου t0 ∈ R

Μοναδιαία Απόκριση : Για κάθε σήµα x(t) ισχύει

x(t) =

∫
R
x(k)δ(t− k)dk = x(t) ∗ δ(t) (2.5)

όπου δ η συνάρτηση Dirac . Για την έξοδο y του συστήµατος έχουµε

y(t) = T{x(t)} = T
{∫

R
x(k)δ(t− k)dk

}
=

∫
R
x(k)T{δ(t− k)}dk (2.6)

ορίζουµε την ποσότητα h(t) = T{δ(t)} και την ονοµάζουµε µοναδιαία απόκριση

του συστήµατος. Οπότε η προηγούµενη σχέση γράφεται

y(t) = x(t) ∗ h(t) (2.7)

Μετασχηµατισµός Fourier : ΄Εστω x(t) σήµα πεπερασµένης ενέργειας, ο µετασχη-

µατισµός του δίνεται από τη σχέση

X(ω) = F(x(t)) =

∫
R
x(t) exp(−iωt)dt (2.8)

και µεταφέρει το σήµα από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο των συχνοτήτων. Ανακτάµε

το σήµα µε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier ο οποίος ορίζεται από την σχέση

x(t) = F−1(X(ω)) =
1

2π

∫ π

−π

X(ω) exp(iωt)dω (2.9)

Θεώρηµα 2.1.1 Εάν y(t) = x(t) ∗ h(t) τότε

Y (ω) = H(ω)X(ω) (2.10)

∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Fourier : Για κάθε x[n], n = 0, ..., N − 1 διακριτό

σήµα στο πεδίο του χρόνου ορίζεται ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier, ο οποίος

µας δίνει το σήµα στο πεδίο των συχνοτήτων

X(ωi) = DF(x[n], n = 0, ..., N − 1) =
N−1∑
n=0

x[n] exp
(
i
2π

N
ωin

)
, i = 0, ..., N (2.11)

Ανακτάµε το σήµα µε τον αντίστροφο διακριτό µετασχηµατισµό Fourier που ορίζεται

από τη σχέση

x[n] = DF(X(ωi), i = 0, ..., N − 1) =
1

N

N−1∑
n=0

X(ωi) exp
(
−i2π

N
ωin

)
, n = 0, ..., N

(2.12)
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2.2 Το Ευθύ Πρόβληµα

Με τον όρο ῾῾Ευθύ Πρόβληµα᾿᾿ στη µαθηµατική προσοµοίωση χαρακτηρίζουµε ένα

πρόβληµα µέσα από το οποίο υπολογίζουµε συναρτήσεις που εκφράζουν κρίσιµες

ϕυσικές ποσότητες όταν είναι γνωστές µονοσήµαντα κάποιες ϐασικές παράµετροι του

προβλήµατος. Για να λύσουµε το ευθύ πρόβληµα χρειαζέται να ορίσουµε ενα µαθη-

µατικό µοντέλο που περιγράφει το πρόβληµα. Το µαθηµατικό µοντέλο αποτελείται

από ενά συνολό διαφορικών εξισώσεων, οι παράµετροι των οποίων περιγράφουν το

ϕυσικό περιβάλλον. Στα περισσότερα προβλήµατα λογώ της πολυπλοκότητας των

ϕυσικών νόµων το µοντέλο που ορίζουµε δεν είναι το πραγµατικό, δηλαδή δεν περι-

γράφει ακριβώς το ϕυσικό µοντέλο αλλά το προσεγγίζει πολύ καλά µε ϐάση παρα-

τηρήσεις. Στη συνέχεια ϑα περιγράψουµε το ευθύ προβλήµα ακουστικής διαδοσής

σε ϑαλάσσιο περιβάλλον.

Θεωρούµε Θαλάσσιο περιβάλλον (Σχήµα 2.1) το οποίο αποτελείται από νερό ϐά-

Σχήµα 2.1: Το Θαλάσσιο Περιβάλλον

ϑους h (0 ≤ z ≤ h) σταθερής πυκνότητας ρw (συνήθως ρw = 1000kg/m3
) στο οποίο

η διάδοση του ήχου γίνεται µε ταχύτητα cw(z) και από ηµιάπειρο πυθµένα z ≥ h
µε σταθερή πυκνότητα ρb > ρw στον οποίο η διάδοση του ήχου γίνεται µε σταθερή

ταχύτητα cb, για την οποία συνήθως ισχύει cb > maxz∈[0,h]{cw(z)}.
Στο σηµείο (0, zS) τοποθετούµε σηµειακή πηγή και στο (r, zR) δέκτη. Ονοµάζου-

µε ακουστική πίεση σε ένα σηµείο (z, r) του ϑαλάσσιου περιβάλλοντος την διαταραχή

της πίεσης λόγω της ύπαρξης της πηγής και την συµβολίζουµε µε P στην περίπτωση

της αρµονικής πηγής. Η πίεση είναι συνάρτηση των χωρικών συντεταγµένων, δηλα-

δή P (x). Σύµφωνα µε την παραπάνω περιγραφή, το πρόβληµα χαρακτηρίζεται από

αξονική συµµετρία µε τον άξονα να διέρχετε από την ϑέση της πηγής.

Η ακουστική πίεση στο πεδίο των συχνοτήτων ικανοποιεί την εξίσωση Helmholtz
η οποία σε κυλινδρικές συντεταγµένες και δεδοµένης της αξονικής συµµετρίας του

προβλήµατος γράφεται [4]
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∂2P (r, z)

∂r2
+

1

r

∂P (r, z)

∂r
+ k2(z)

∂2P (r, z)

∂z2
= − 1

2πr
δ(r)δ(z − zS) (2.13)

όπου k(z) = ω/c(z) κυµατάριθµος και ω η κυκλική συχνότητα της αρµονικής πη-

γής.

Ορίζουµε Pw(r, z) , Pb(r, z) τους κλάδους της ακουστικής πίεσης στο νερό και τον

πυθµένα αντίστοιχα, δηλαδή

Pw(r, z) = P (r, z), 0 ≤ z ≤ h (2.14)

Pb(r, z) = P (r, z), z ≥ h (2.15)

Συνοριακές Συνθήκες : Οι συνοριακές συνθήκες καθορίζονται από την ϕυσική του

προβλήµατος και ειναι :

• Μηδενική ακουστική πίεση στην επιφάνεια

Pw(r, 0) = 0,∀r ∈ [0,∞) (2.16)

• Μηδενική ακουστική πίεση σε άπειρο ϐάθος

lim
z→∞

Pb(r, z) = 0,∀r ∈ [0,∞) (2.17)

• Συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld

lim
r→∞

√
r(
∂

∂r
− ik)P = 0 (2.18)

Η συνθήκη αυτή εκφράζει ότι το άπειρο δεν επανακτινοβολεί ενέργεια.

Συνθήκες στη ∆ιεπιφάνεια z = h :

• Συνέχεια της ακουστικής πίεσης

Pw(r, h) = Pb(r, h),∀r ∈ [0,∞) (2.19)

• Συνέχεια της κάθετης συνιστώσας της ταχύτητας των στοιχειωδών σωµατιδίων

του νερού και του πυθµένα, η οποία είναι ανάλογη της κάθετης παραγώγου

της πίεσης

1

ρw

∂Pw

∂z
(r, h) =

1

ρb

∂Pb

∂z
(r, h),∀r ∈ [0,∞) (2.20)
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2.2.1 Το Πρόβληµα Βάθους

Ονοµάζουµε πρόβληµα ϐάθους το πρόβληµα Sturm - Liouville (S-L) [5] που περι-

γράφεται από τις σχέσεις [4]

∂2

∂z2
u(z) + (k2 − λ)u(z) = 0 (2.21)

uw(0) = 0 (2.22)

lim
z→∞

u(z) = 0 (2.23)

uw(h) = ub(h) (2.24)

1

ρw

∂

∂z
uw(h) =

1

ρb

∂

∂z
ub(h) (2.25)

όπου uw(z) = u(z), 0 ≤ z ≤ h και ub = u(z), z ≥ h

∆εδοµένου ότι το παραπάνω πρόβληµα ορίζεται σε ηµιάπειρο χωρίο, είναι ιδιόµορφο.

Για ιδιόµορφα προβλήµατα ίσχυει το ϑεώρηµα αναπαράστασης που ακολουθεί.

Θεώρηµα 2.2.1 ΄Εστω {un(z)}Nn=1 , {u(z, λ), λ ∈ S} οι ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοι-

χούν στο διακριτό και συνεχές ϕάσµα ιδιοτιµών αντίστοιχα ενός προβλήµατος (S-L) το

οποίο είναι ορισµένο σε ένα διάστηµα (a, b). Τότε κάθε συνεχής συνάρτηση f η οποία

ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος S-L και έχει τµηµατικά συνεχή

παράγωγο στο (a, b), µπορεί να προσεγγιστεί από την παρακάτω παράσταση [4]

f(z) =
N∑

n=1

Anun(z) +

∫
S

b(λ)u(z, λ)dλ (2.26)

όπου An ∈ R, n = 1, ..., n σταθερές και όπου b συνάρτηση από το S στο R.

Η ακουστική πίεση είναι συνεχής συνάρτηση του z στο διάστηµα [0,∞) µε τµηµατικά

συνεχή παράγωγο και επιπλέον ικανοποιεί τις συνθήκες του προβλήµατος ϐάθους,

άρα µπορούµε να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα 2.2.1.

΄Εστω u1(z), ..., uN(z) οι ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν στις διακριτές ιδιοτιµές

λ1, ..., λN και u(z;λ) οι ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν στα λ ∈ S ,όπου S το

συνεχές ϕάσµα των ιδιοτιµών του προβλήµατος, τότε

P (r, z) =
N∑

n=1

An(r)un(z) +

∫
S

b(λ, r)u(z;λ)dλ (2.27)

ο όρος

∫
S
b(λ, r)u(z;λ)dλ εκφράζει ενέργεια που εισέρχεται στον πυθµένα και δεν

συνεισφέρει στο ακουστικό πεδίο µακριά από την πηγή [4] και κατά συνέπεια µπορεί

να παραλειφθεί, άρα

P (r, z) ≈
N∑

n=1

An(r)un(z) (2.28)

Τα {un(z)}Nn=1 ονοµάζονται normal modes και τα {An(r)} ιδιοµορφές. Ο υπογι-

σµός των normal modes ϑα προκύψει αριθµητικά, στην περίπτωση που η ταχύτητα

διάδοσης του ήχου είναι γνωστή συνάρτηση του z
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2.2.2 Υπολογισµός των Ιδιοµορφών

Αν αντικαταστήσουµε την εξίσωση (2.28) στην (2.13) και χρησιµοποιήσουµε την ορ-

ϑοκανονικότητα των ιδιοσυναρτήσεων παίρνουµε την σχέση

d2

dz2

(An(r)ρw

un(zs)

)
+

1

r

d

dr

(An(r)ρw

un(zs)

)
+ λn

(An(r)ρw

un(zs)

)
= −δ(r)

2πr
(2.29)

Ορίζουµε

gn =
An(r)ρw

un(zs)
(2.30)

η οποία είναι η συνάρτηση Green της εξίσωσης. ΄Ετσι η (2.29) γράφεται

d2

dz2
gn(r, zs) +

1

r

d

dr
gn(r, zs) + λngn(r, zs) = −δ(r)

2πr
(2.31)

Λύνοντας την (2.31) χρησιµοποιώντας την συνθήκη της πηγής

lim
ε→0

(
ε
dgn(ε; zs)

dr

)
= − 1

2πr
(2.32)

και την συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld στη µορφή

lim
r→∞

√
λn

(dgn

dr
− i

√
λngn

)
= 0 (2.33)

για µοναδιάστατο πρόβληµα διάδοσης παίρνουµε [4]

gn(r; zs) =
i

4
H

(1)
0 (

√
λnr) (2.34)

όπου H
(1)
0 η συνάρτηση Hankel 1oυ

είδους. ΄Αρα

An(r, zs) =
i

4ρw

H
(1)
0 (

√
λnr) (2.35)

οπότε η ακουστική πίεση γράφεται

P (r, z) =
i

4ρw

N∑
n=1

H
(1)
0 (

√
λnr)un(zs)un(z) =

N∑
n=1

Pn(r, z) (2.36)

Ασυµπτωτικά όταν x >> 1 ισχύει για την εξίσωση Hankel

H
(1)
0 (x)→

√
2

πx
exp

{
−i

(
x− π

4

)}
(2.37)

΄Αρα µακρύα από την πηγή η ακουστική πίεση του σηµείου (r, z) στο πεδίο των

συχνοτήτων υπολογίζεται από τη σχέση

P (r, z) =
ei π

4

√
8πρ(zs)

N∑
n=1

un(zs)un(z)√√
λnr

ei
√

λnr
(2.38)
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2.2.3 Ακουστική Πίεση που ∆ηµιουργείται από Γκαουσιανή Πη-

γή

Αν αντικαταστήσουµε τη σηµειακή αρµονική πηγή µε σηµειακή Γκαουσιανή η οποία

εκφράζεται στο πεδίο συχνοτήτων από την σχέση [6]

S(ω) = exp

(
−(ω − ω0)

2

(∆ω)2
4π

)
(2.39)

όπου ω0 η κεντρική συχνότητα και ∆ω το έυρος συχνότητας, τότε µπορούµε να υπο-

λογίσουµε την ακουστική πίεση p που προκαλεί αυτή η πηγή χρησιµοποιώντας την

έκφραση της ακουστικής πίεσης P που αντιστοιχεί στην περίπτωση της αρµονικής

πηγής που παρουσιάστικε παραπάνω. Η P απότελει την µοναδιαία απόκριση του

συστήµατος και µε ϐάση την ϑεωρία των γραµµικών ϕίλτρων παίρνουµε

p(r, z;ω) = P (r, z;ω)S(ω) (2.40)

Στις πρακτικές εφαρµογές και λόγω της ψηφιοποίησης των σηµάτων απαιτήται ο

υπολογισµός του σήµατος σε διακριτό πεδίου χρόνου - συχνότητας. Για τον λόγο

αυτό διαµερίζουµε οµοιόµορφα το διάστηµα [ω0 − ∆ω
2
, ω0 + ∆ω

2
] µε κόµβους ωi, i =

1, ...,M και υπολογίζουµε

p(r, z;ωi) = P (r, z;ωi)S(ωi), i = 1, ...,M (2.41)

Τώρα µπορόυµε να πάρουµε διακριτή προσέγγιση s[n], n = 1, ..., N του ακουστικού

σήµατος που ϑα ϕτάσει στο δέκτη περνώντας από το πεδίο του συχνοτήτων στο πεδίο

του χρόνου µε τον αντίστροφο διακριτό µετασχηµατισµό Fourier

s[n] = p(r, z; tn) = DF−1[p(r, z;ωi)], n = 1, ..., N (2.42)

Σε αυτή την εργασία το σήµα s υπολογίζεται µε την ϐοήθεια του προγράµµατος

"mode1" [7].

2.3 Το Αντίστροφο Πρόβληµα

Τον όρο ῾῾Αντίστροφο Πρόβληµα᾿᾿ τον χρησιµοποιούµε για να ονοµάσουµε την αντί-

στροφη διαδικασία του ευθύς προβλήµατος. Στο αντίστροφο πρόβληµα ξεκινάµε µε

αποτελέσµατα µετρήσεων της ϕυσικής ποσότητας που αποτελεί την άγνωστη συνάρ-

τηση του ευθύς µοντέλου τα οποία αποτελούν τα δεδοµένα του αντίστροφου προ-

ϐλήµατος και παίρνουµε εκτιµήσεις των παραµέτρων του µαθηµατικού µοντέλου

οι οποίες εκφράζουν συνήθως γεωµετρικά ή ϕυσικά χαρακτηριστικά του περιβάλ-

λοντος.
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2.3.1 Μοντελοποίηση του Αντίστροφου Προβλήµατος

Αρχικά ϑα περιγράψουµε τα δεδοµένα του αντίστροφου προβλήµατος, τα οποία απο-

τελούν συνιστώσες ένος διανύσµατος διάστασηςN , όπουN το πλήθος των µετρήσεων.

Το διάνυσµα των δεδοµένων το συµβολίζουµε µε d, δηλαδή

d = [d1, d2, ..., dN ]T (2.43)

όπου µε T συµβολίζουµε τον ανάστροφο ενός πίνακα. ΄Οµοια, οι παράµετροι του

µοντέλου µπορούν να αναπαρασταθούν από ένα διάνυσµα διάστασης M , όπου M
το πλήθος των παραµέτρων. Το διάνυσµα των παραµέτρων το συµβολίζουµε µε m,

δηλαδή

m = [m1,m2, ...,mM ]T (2.44)

Το µαθηµατικό µοντέλο συσχετίζει τα δεδοµένα του προβλήµατος και τις παραµέ-

τρους µε µια διανυσµατική συνάρτηση f : RN∗RM −→ RL
, όπου L ϕυσικός αριθµός.

Την συνάρτηση f την συναντάµε συνηθώς σε µη γραµµική, πεπλεγµένη µορφή και

το αντίστροφο πρόβληµα περιγράφεται από την εξίσωση [8]:

f(d,m) = 0 (2.45)

Υπάρχουν ειδικές περιπτώσεις στις οποίες η συνάρτηση f έχει πιο απλή µορφή και

κατά συνέπεια η διαδικασία αντιστροφής απλοποιήται. Ακολουθεί µια σύντοµη πε-

ϱιγραφή τέτοιων περιπτώσεων τις οποίες συναντάµε σε αντίστροφα προβλήµατα.

΄Εµεση Γραµµική Μορφή : Η συνάρτηση f είναι γραµµική ως προς d και m
εποµένως το αντίστροφο πρόβληµα εκφράζεται σαν µια εξίσωση πινάκων, δηλαδή

F

[
d
m

]
= 0 (2.46)

όπου F ένας πίνακας διάστασης L ∗ (N +M).

΄Αµεση Μορφή : Σε µερικά προβλήµατα είναι δυνατόν να διαχωρισθούν τα δε-

δοµένα από τις παραµέτρους του µοντέλου. ΄Εαν η εξίσωση είναι γραµµική ως πρός

τα δεδοµένα το αντίστροφο πρόβληµα εκφράζεται από την εξίσωση

d− g(m) = 0⇐⇒ g(m) = d (2.47)

όπου g διανυσµάτικη συνάρτηση διάστασης N η οποία είναι εν γένει µη γραµµική.

Σε αυτή την περίπτωση έχουµε L = N .

΄Αµεση Γραµµική Μορφή : Σ΄ αυτή την περίπτωση η g της παραπάνω περιγρα-

ϕής είναι γραµµική ως πρός m,άρα η (2.47) µπορεί να γραφτεί στη µορφή :

Gm = d (2.48)

όπου G πίνακας διάστασης N ∗M .
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• Καλά Ορισµένο Πρόβληµα : ΄Οταν το πλήθος των παραµέτρων είναι ίσο µε το

πλήθος των δεδοµένων και επιπλέον υπάρχει ο αντίστοφος του πίνακα G τότε

η εκτίµηση των παραµέτρων δίνεται από την σχέση :

mest = G−1d (2.49)

• Υπό-Ορισµένο Πρόβληµα : Σε αυτή την περίπτωση το πλήθος των παραµέτων

του προβλήµατος είναι µεγαλύτερο από το πλήθος των δεδοµένων, δηλαδή

N > M . Η εκτίµηση των παραµέτρων δίνεται µε την µέθοδο του ελάχιστου

µήκους λύσης. από την σχέση :

mest = GT (GGT )−1d (2.50)

• Υπέρ-Ορισµένο Πρόβληµα : Σε αυτή την περίπτωση το πλήθος των παρα-

µέτρων είναι µεγαλύτερος από αυτό των δεδοµένων, δηλαδη M > N . Εδω

χρησιµοποιούµε την εκτίµηση ελαχίστων τετραγώνων που δίνεται από την σχέ-

ση :

mest = (GTG)−1GTd (2.51)

2.3.2 Το Αντίστροφο Πρόβληµα Ακουστικής ∆ιάδοσης

Η ανάκτηση των περιβαλλοντικών παραµέτρων του ϑαλάσσιου περιβάλλοντος καθώς

και των παραµέτρων ϑέσης της ακουστικής πηγής αποτελούν τα κύρια αντικείµε-

να των αντίστροφων προβληµάτων υποβρύχιας ακουστικής. Θεωρούµε το ϑαλάσσιο

περιβάλλον του σχήµατος (2.2). Στο σηµείο (0, zS) υπάρχει σηµειακή Γκαουσιανή

Πήγη, η οποία περιγράφεται από τη σχέση (2.39) και στο σηµείο (r, zR) δέκτης. Σε

αυτό το σηµείο ϑα περιγράψουµε µε συντοµία µοντέλα που εφαρµόζονται για την

αντιστροφή προβληµάτων ακουστικής διάδοσης τα οποία χωρίζονται σε δύο οµάδες,

τα γραµµικά και τα µη γραµµικά. Τυπικά στα γραµµικά µοντέλα η προς ανάκτη-

ση παράµετρος ϑα είναι η ταχύτητα διάδοση του ήχου που χαρακτηρίζει ένα µέσο

ακουστικής διάδοσης.

1. ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ

Ακολουθεί σύντοµη πσρουσίαση αντιπροσωπευτικών µεθόδων γραµµικών µοντέλων

αντιστροφής, οι οποίες έχουν χρησιµοποιηθεί στην αντιστροφή προβληµάτων ακου-

στικής διάδοσης σε ϑαλάσσιο περιβάλλον [9]

• Αντιστροφή µε Θεωρία Ακτίνων : Αρχικά, η ϑαλάσσια ακουστική ϐασιζόταν

στη ϑεωρία ακτίνων. Σε αυτή την µέθοδο, ο χρόνος ταξιδιού των ακτίνων από

την πηγή στο δέκτη δίνει τις απαραίτητες πληροφορίες για τον υπολογισµό

του προφίλ ταχύτητας. Γραµµικοποιώντας το πρόβληµα ως προς ένα γνωστό

περιβάλλον αναφοράς παίρνουµε ότι η µεταβολή του χρόνου ταξιδιού µιας
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ορισµένης ακτίνας Γi συνδέεται µε την µεταβολή της ταχύτητας διάδοσης του

ήχου από την έκφραση

δτi =

∫
Γi

δc(x)

c20(x)
ds (2.52)

όπου c0 είναι η ταχύτητα του ήχου στο περιβάλλον αναφοράς. Παίρνοντας

N µετρήσεις και χρησιµοποιώντας κάποιον κανόνα ολοκλήρωσης µπορούµε

να γραµµικοποιήσουµε την παραπάνω σχέση καταλήγοντας σε ένα σύστηµα

άµεσης γραµµικής µορφής.

GδC = δT (2.53)

Αντιστρέφοντας το γραµµικό αντίστροφο πρόβληµα που πρόκυπτει, έχουµε

το προφίλ ταχύτητας κατά µήκος των ακτίνων και κατά επέκταση το προφίλ

ταχύτητας σε διάφορα ϐάθη.

• Αντιστροφή µε Θεωρία ∆ιάδοσης Κυµατοπακέτων : Μια εναλλακτική προ-

σέγγιση είναι να χρησιµοποιήσουµε τους χρόνους µεταφοράς κυµατοπακέτων

από την πηγή στο δέκτη για τη διαδικασία αντιστροφής. Αυτή η προσέγγιση

είναι καταλληλότερη για περίοχες όπου έχουµε ϱηχή ϑάλασσα. Η ταχύτητα

οµάδας ενός κυµατοπακέτου ορίζεται ως [6]

νgn =
∂ω

∂kn

∣∣∣
ω0

(2.54)

όπου kn είναι η ιδιοτιµή n τάξης του προβλήµατος ϐάθους. Η παρακάτω σχέση

συνδέει την µεταβολή από το περιβάλλον αναφοράς του χρόνου διάδοσης ενός

κυµατοπακέτου µε την αντίστοιχη της ταχύτητας διάδοσης του ήχου

δτn =

∫
S

∂Qn

∂ω

∣∣∣
ω0

δc(x)dx (2.55)

όπου S είναι η περιοχή στην οποία η ταχύτητα διάδοσης του ήχου αποκλίνει

από αυτή του περιβάλλοντος αναφοράς και η ποσότητα Qn εξαρτάται από τις

παραµέτους του περιβάλλοντος αναφοράς. ΠαίρνονταςN µετρήσεις και χρησι-

µοποιώντας κάποιο αριθµητικό κανόνα ολοκλήρωσης καταλήγουµε όπως και

στην προηγούµενη µέθοδο σε ένα διακριτό αντίστροφο πρόβληµα.

2. ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ

Στις παραπάνω µεθόδους προκύπτουν διακριτά αντίστροφα προβλήµατα τα οποί-

α απαιτούν γνώση του περιβάλλοντος αναφοράς. ΄Οταν δεν έχουµε εκ των προτέ-

ϱων πληροφορίες για τις παραµέτρους του ϑαλάσσιου περιβάλλοντος, το µοντέλο

δεν γραµµικοποιείται, εποµένως σε αυτή την περίπτωση έχουµε να λύσουµε µη-

γραµµικά αντίστροφα προβλήµατα.

Η αντιστροφή στα µη γραµµικά µοντέλα γίνεται ορίζοντας προβλήµατα ϐελτιστο-

ποίησης ως προς τις άγνωστες παραµέτρους του περιβάλλοντος. Πρόβληµα ϐελτιστο-

ποίησης ονοµάζουµε το πρόβληµα ελαχιστοποίησης ή µεγιστοποίησης µιας αντικει-

µενικής συνάρτησης.
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Η αντικειµενική συνάρτηση f συνδέει το διάνυσµα των παραµέτρων m µε τις πα-

ϱατηρήσεις, µε τέτοιο τρόπο ώστε η f να λαµβάνει ολικό ακρότατο όταν οι παράµετροι

παίρνουν τις πραγµατικές τιµές τους, δηλαδή

mtrue = arg min
m

f(m) (2.56)

στην περίπτωση του προβλήµατος ελαχιστοποίησης, και

mtrue = arg max
m

f(m) (2.57)

στην περίπτωση προβλήµατος µεγιστοποίησης.

Εσωτερικά η f περιέχει τη διαδικασία επίλυσης του ευθέως προβλήµατος, καθώς

αντιπρωσοπέυει ένα µέτρο που δηλώνει κατά πόσο τα αποτελέσµατα του ευθέως προ-

ϐλήµατος ταιριάζουν µε τις πειραµατικές µετρήσεις, εποµένως ο υπολογισµός των

αποτελεσµάτων του ευθέως προβλήµατος για κάθε διάνυσµα m ενός χώρου αναζή-

τησης είναι αναγκαίως.

Εάν και ως ιδέα είναι απλή, η υλοποίηση τέτοιων µεθόδων είναι δύσκολη, λόγω

της απαίτησης επίλυσης του ευθέως προβλήµατος πολλές ϕορές. Για τον λόγο αυτό

χρειαζόµαστε κατάλληλους αλγόριθµους που έχουν την ιδιότητα να µεταφέρουν την

αναζήτηση σε περιοχές στις οποίες υπάρχει µεγάλη πιθανότητα να περιέχονται οι

πραγµατικές τιµές των παραµέτρων. Τέτοιοι αλγόριθµοι είναι τα νευρωνικά δύκτια

και οι γεννετικοί αλγόριθµοι που έχουν χρησιµοποιήθει και οι δύο στην αντιστροφή

του προβλήµατος ακουστικής διάδοσης.

Σε αυτή την εργασία ϑα χρησιµοποιήσουµε ένα διαφορετικό τύπο δεδοµένων. Τα

δεδοµένα ϑα αποτελούνται από ένα σύνολο στατιστικών παραµέτρων, κατάλληλων

στατιστικών κατανοµών. Οι κατανοµές αυτές ϑα προσεγγίζουν τις εκ των υστέρων

κατανοµές ενός συνόλου συντελεστών που ϑα προκύψουν µετά από κατάλληλο µε-

τασχηµατισµό του ακουστικού σήµατος.

Πλεονεκτήµατα της Χρήσης των Νέων ∆εδοµένων :

• Η µόνη γνώση που χρειαζόµαστε για την αντιστροφή είναι το σήµα αναφοράς,

το οποίο είναι εύκολο να καταγραφεί.

• Το σήµα αναφοράς έχει την απαιτούµενη ευαισθησία σε αλλαγές των παραµέ-

τρων του περιβάλλοντος [1].

Το ακουστικό σήµα που λαµβάνει ο δέκτης το συµβολίζουµε µε Sobs, ένω µε Sm συµ-

ϐολίζουµε την λύση του ευθέως προβλήµατος για δεδοµένο διάνυσµα παραµέτρων

m.

2.4 Αντιστροφή µε Χρήση Στατιστικών Χαρακτηριστικών των

Συντελεστών του Μετασχηµατισµού Κυµατιδίων

Για την διαδικασία της αντιστροφής ϑα χρησιµοποιήσουµε κατάλληλο µετασχη-

µατισµό του σήµατος, ο οποίος ϑα µας δώσει τη δυνατότητα χαρακτηρισµού του

19



µέσω στατιστικών κατανοµών των αντίστοιχων συντελεστών του. Ακολουθώντας την

πρακτική που εφαρµόζεται στη επεξεργασία εικόνας [13] χρησιµοποίουµε τον µετα-

σχηµατισµο κυµατιδίων (wavelet transform).

Αρχικά το ακουστικό σήµα ϑα αναλυθεί σε διάφορα επίπεδα συχνοτήτων µε χρή-

ση ενός πολλαπλών επιπέδων µονοδιάστατου διακριτού µετασχηµατισµού κυµατι-

δίων (multilevel discrete wavelet transform) για τον οποίο έχει δειχθεί οτι µπορεί

να χαρακτηρίσει πολύ καλά τα ακουστικά σήµατα και εποµένως µπορεί να χρησι-

µοποιήθει σε αντίστροφα προβλήµατα ακουστικής διάδοσης. Ο µετασχηµατισµός

κυµατιδίων λειτουργεί ως εξής [10],[11] :

Ξεκινά µε ένα διακριτό σήµα s[n], n = 1, ..., N όπου N δυναµή του 2, το οποί-

ο προκύπτει µε διακριτοποίηση ενός ακουστικου σήµατος s(t) και υπολογίζει την

πρώτη κλίµακα του συµβολισµού η οποία αποτελείται από δύο διανύσµατα a1 και

d1 (διακριτά σήµατα) διάστασηςN/2 το καθένα. Αυτά τα διανύσµατα προκύπτουν µε

συνέλιξη του σήµατος µε κατάληλα διακριτά ϕίλτρα και έπειτα υπο-δειγµατοληψία

(downsample). Το a1 προκύπτει από το πέρασµα του σήµατος από ένα κατάλλη-

λο ϐαθυπερατό (low - pass) ϕίλτρο L και ονοµάζεται διάνυσµα συντελεστελετών

προσέγγισης πρώτης τάξης ενώ το d1 προκύπτει από το πέρασµα του σήµατος από

ένα κατάλληλο υψηπερατό (high - pass) ϕίλτρο H και ονοµάζεται διάνυσµα συν-

τελεστών λεπτοµέρειας πρώτης τάξης. Στο δέυτερο επίπεδο του συµβολισµού το

διάνυσµα a1 των συντελεστών προσέγγισης πρώτης τάξης παίζει το ϱόλο του σήµα-

τος s[n] στόν υπολογισµό του πρώτου επιπέδου και ϑα αναλυθεί σε δύο διανύσµατα

συντελεστών διάστασης N/22
, το διάνυσµα συντελεστών προσέγγισης δεύτερης τά-

ξης a2 και το διάνυσµα συντελεστών λεπτοµέρειας δεύτερης τάξης d2. Η διαδικασία

ϑα συνεχιστεί µε τον ίδιο τρόπο µέχρι το L-επίπεδο του συµβολισµού, όπου L ϕυ-

σικός αριθµός, στο οποίο ϑα αναλυθεί το διάνυσµα τον συντελεστών προσέγγισης

L− 1 τάξης aL−1 στα διανύσµατα συντελεστών aL και dL διάστασης N/2L
. Οπως ϑα

δούµε στο επόµενο κεφάλαιο το σήµα s[n] µπορεί να ανακτηθεί από τα διανύσµατα

d1,d2, ...,dL και aL.

Παρατήρηση : Για να αναλύσουµε το σήµα σε L - επίπεδα ϑα πρέπει να επιλέ-

ξουµε το N ώστε N = 2λ
, όπου λ ≥ L.

Στη συνέχεια ϑα ακολουθήσει ο στατιστικός χαρακτηρισµός των συντελεστών.

Αρχικά ϑα σχηµατίσουµε τις εκ των υστέρον στατιστικές κατανόµες των συντελεστών

d1,d2, ...,dL, aL και ϑα προσεγγίσουµε κάθε µια από αυτές µε µια κατανοµή η

οποία ϑα ανοίκει σε µια οικογένεια στατιστικών κατανοµών που ϑα επιλέξουµε στη

συνέχεια.

Τέλος ϑα χρειαστεί να ορίσουµε µια συνάρτηση απόστασης δύο στατιστικών κα-

τανοµών Φ1 και Φ2 την οποία ϑα συµβολίσουµε µε D(Φ1||Φ2). Σε αυτή την εργασία

ϑα χρησιµοποιήσουµε την Kullback Leibler Divergence (KLD) [12] την οποία ϑα

περιγράψουµε αργότερα. Το αντίστροφο πρόβληµα ϑα µπρορέσει να εκφρασθεί ως

πρόβληµα ελαχιστοποίησης, ως πρός το διάνυσµα των παραµέτρων m, µιας συνάτη-

σης Ds η οποία ϑα ορίσθει µέσο της KLD .
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Ορισµός Απόστασης δύο Σηµάτων : Ορίζουµε ως απόσταση δύο σηµάτων την

ποσότητα

Ds(S1, S2) =
L∑

k=0

D(Φk
1||Φk

2) (2.58)

όπου Φ0
j , j = 1, 2 η κατανοµή που προσεγγίζει τη στατιστική κατανοµή του διανύ-

σµατος των συντελεστών προσέγγισης L τάξης του σήµατος j και όπου Φk
j , j = 1, 2

, k = 1, ..., L η κατανοµή που προσεγγίζει τη στατιστική κατανοµή του διανύσµατος

λεπτοµέρειας L τάξης του σήµατος j.

Χώρος Αναζήτησης : Θα γίνει αναζήτηση καθε παραµέτρου mj, j = 1, ...,M σε ένα

διάστηµα [aj, bj]. Θεωρούµε ως πιθανές τιµές τηςmj τους αριθµούςm
kj

j , kj = 1, ..., qj
όπου qj ∈ N, οι οποίοι διαµερίζουν το διάστηµα [aj, bj]. Σχηµατίζουµε το χώρο ανα-

Ϲήτησης A ως εξής :

A = {mk1,k2,...,kM
= (mk1

1 ,m
k2
2 , ...,m

kM
M )|kj = 1, ..., qj, j = 1, ...,M} (2.59)

∆ιαδικασία Αντιστροφής : Το σύνολο Α αποτελείται από q =
∏M

j=1 qj διανύσµατα

παραµέτρων. Στην διαδικασία της αντιστροφής υπολογίζουµε τις τιµές της συνάρ-

τησης Ds(Sobs, Sm) για κάθε m ∈ A και διαλέγουµε ως ϐέλτιστη τιµή του m το

mest ∈ A για το οποίο ισχύει

Ds(Sobs, Smest) ≤ Ds(Sobs, Sm),∀m ∈ A (2.60)

Χρόνος Αντιστροφής : Στη διαδικασία αντιστροφής υπολογίζουµε τη συνάρτη-

ση Ds για όλα τα m ∈ A, δηλαδή λύνουµε το ευθύ πρόβληµα q ϕορές. ΄Οταν ο

αριθµός M των αγνώστων παραµέτρων είναι µεγάλος τοτέ το q γίνεται πολύ µεγάλο

και η αντιστροφή απαιτεί πολύ χρόνο. Για παράδειγµα, εάν έχουµε M = 6 άγνωστες

παραµέτρους και επιλέγουµε q1 = q2 = ... = q6 = 50 γνωρίζοντας οτί η λύση του

ευθύ προβλήµατος από το πρόγραµµα ’MODE1’ χρειάζεται περίπου 8 δεπτερόλεπτα,

η διαδικασία αντιστροφής ϑα διαρκίσει περίπου 4.000 χρόνια !

Αντιστροφή µε Γενετικούς Αλγορίθµους : Λόγω του µεγάλου χρόνου που απαιτεί

η προηγούµενη µέθοδος αντιστροφής, χρειαζόµαστε µια περισσότερο έξυπνη µέθοδο

η οποία δεν ϑα απαιτεί την λύση του ευθύ προβλήµατος για όλα τα m ∈ A. Παλαιό-

τερα το πρόβληµα όπως περιγράφεται έιχε αντιστραφεί µε επιτυχία µε χρήση νευ-

ϱωνικών δυκτίων [2]. Στην εργασία αυτή η αντιστροφή του προβλήµατος ακουστικής

διάδοσης ϑα γίνει µε την ϐοήθεια των γενετικών αλγορίθµων που παρουσιάζονται στο

τέταρτο κεφάλαιο. Με τους γενετικούς αλγορίθµους ϑα αντιστρέψουµε το αντίστροφο

πρόβληµα ακουστικής διάδοσης αποτελεσµατικά σε µερικές ώρες.
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3
Στατιστικός Χαρακτηρισµός

Ακουστικού Σήµατος

3.1 Ο Μετασχηµατισµός Κυµατιδίων

Ορισµός 3.1.1 ΄Εαν µια συνάρτηση Ψ ∈ L2(R) ικανοποιεί την συνθήκη

CΨ =

∫ ∞

0

|Ψ̂(ω)|2

ω
dω <∞ (3.1)

όπου Ψ̂ ο µετασχηµατισµός Fourier της Ψ και επιπλέον ικανοποιεί την σχέση κανονι-

κοποίησης ∫
R
|Ψ(t)|2dt = 1 (3.2)

τότε ονοµάζεται κυµατίδιο (wavelet).

Παρατήρηση : CΨ <∞⇒ Ψ̂(0) = 0⇒∫
R

Ψ(t)dt = 0 (3.3)

Ορισµός 3.1.2 Ο Συνεχής Μετασχηµατισµός κυµατιδίων της συνάρτησης f(t) ∈ L2(R)
ως πρός το wavelet Ψ(t) σε χρόνο u και κλίµακα s ορίζεται ως εξής [10],[11] :

WΨf(u, s) = 〈f,Ψu,s〉 =

∫
R
f(t)

1√
s
Ψ∗(

t− u
s

)dt (3.4)

΄Οσο µικρότερο είναι το s τόση περισσότερη πληροφορία έχουµε για τις διαταραχές

υψηλής συχνότητας της f
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Πρόταση 3.1.1 Μπορούµε να ανακτήσουµε κάθε συνάρτηση f ∈ L2(R) από τον

κυµατιδιακό µετασχηµατισµό της, χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό

κυµατιδίων

f(t) =
1

CΨ

∫ ∞

0

∫
R
WΨf(u, s)

1√
s
Ψ(
t− u
s

)du
ds

s2
(3.5)

΄Οταν ο µετασχηµατισµός Wavelet της f είναι γνώστος µόνο για s < s0, όπου s0 >
0, τότε για να ανακτήσουµε την f χρειαζόµαστε µια πληροφορία που ϑα αντιστοιχεί

στις τίµες WΨf(u, s) για s ≥ s0. Γι΄ αυτή την πληροφορία ϑα χρειαστεί η συναρτηση

κλίµακας (scaling function) Φ, η οποία ορίζεται µέσω της Ψ από την παρακάτω

εξίσωση [10]

|Φ̂(ω)|2 =

∫ ∞

1

|Ψ̂(sω)|2ds
s

=

∫ ∞

ω

|Ψ̂(ξ)|2

ξ
dξ (3.6)

Η Φ ικανοποιεί τις σχέσεις ∫
R

Φ(t)dt = 1 (3.7)∫
R
|Φ(t)|2dt = 1 (3.8)

Εάν η f(t) εκφράζει ένα συνεχές σήµα τότε η συνάρτηση κλίµακας µπόρει να

ερµηνευθεί ως η µοναδιαία απόκριση ένος ϐαθυπεράτου ϕίλτρου αρκεί να ορίσουµε

τις ποσότητες

Φs(t) =
1√
s
Φ(
t

s
) (3.9)

και

Φ̄s(t) = Φ∗s(−t) (3.10)

όπου Φ∗s ο µιγαδικός συζυγής του Φs.

Πρόταση 3.1.2 Η προσέγγιση χαµηλών συχνοτήτων του σήµατος f στην κλίµακα s0

δίνεται από την σχέση :

LΦf(u, s0) = 〈f(t),
1
√
s0

Φ(
t− u
s0

)〉 = f ∗ Φ̄s0(u) (3.11)

Η ποσότητα LΦf(u, s0) περιέχει όλη την επιπλέον πληροφορία που χρειαζόµαστε.

Πρόταση 3.1.3 Μπορούµε να ανακτήσουµε κάθε συναρτήση f ∈ L2(R) γνωρίζοντας

την ποσότητα WΨf(u, s) για s < s0 απο την σχέση

f(t) =
1

CΨ

∫ s0

0

WΨf(·, s) ∗Ψs(t)
ds

s2
+

1

CΨ

LΦf(·, s0) ∗ Φs0(t) (3.12)

Ο πρώτος όρος του δεξιού µέλους της προηγούµενης σχέσης εκφράζει την προσέγ-

γιση των υψηλών συχνοτήτων της f .
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3.2 Ανάλυση Σήµατος σε Επίπεδα

Ορισµός 3.2.1 Μια ακολουθία {Vj}j∈Z από κλειστούς υπόχωρους του L2(R) καλεί-

ται multi-resolution analysis εάν έχει τις ακόλουθες ιδιότητες [10],[11] :

•
Vj ⊂ Vj−1,∀j ∈ Z (3.13)

•
limj→−∞Vj = Closure(

⋃
j∈Z

Vj) = L2(R) (3.14)

•
limj→∞Vj =

⋂
j∈Z

Vj = {0} (3.15)

•
f(t) ∈ Vj ⇐⇒ f(2jt) ∈ V0,∀j ∈ Z (3.16)

•
f(t) ∈ V0 ⇐⇒ f(t− n) ∈ V0,∀n ∈ Z (3.17)

• Υπάρχει συνάρτηση κλίµακας (scaling function ) φ(t) ∈ V0 τέτοια ώστε η {φ(t−
n)}n∈Z να είναι ορθοκανονική ϐάση του V0

Πρόταση 3.2.1 Το σύνολο

{Φn,j = 2−j/2Φ(2−jt− n)}n∈Z (3.18)

αποτελεί ορθοκανονική ϐάση του Vj.

Ορισµός 3.2.2 Ορίζουµε ως Wj το ορθογώνιο συµπλήρωµα του Vj στο Vj−1, δηλαδή

Vj−1 = Vj ⊕Wj (3.19)

Πρόταση 3.2.2

L2(R) = ⊕j∈ZWj (3.20)

Πρόταση 3.2.3 Το σύνολο

{Ψn,j = 2−j/2Ψ(2−jt− n)}(m,j)∈Z2 (3.21)

όπου Ψ(t) ∈ W0, είναι ορθοκανονική ϐάση του L2(R), άρα για κάθε f ∈ L2(R) ισχύει

f(t) =
∑

(n,j)∈Z2

Cn,jΨn,j(t) (3.22)

όπου Cn,j = 〈f,Ψn,j〉.
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Από την σχέση (;) ισχύει : Για κάθε f ∈ L2(R)

lim
j 7→−∞

PVj
f = f (3.23)

όπου PVj
f η προβολή της f στο χώρο Vj η οποία ορίζεται :

PVj
f =

∑
n∈Z

aj[n; f ]Φn,j(t) (3.24)

µε aj[n; f ] = 〈f,Φn,j〉.

Επίσης η προβολή της f στο χώρο Wj ορίζεται ως :

PWj
f =

∑
n∈Z

dj[n; f ]Ψn,j(t) (3.25)

µε dj[n; f ] = 〈f,Ψn,j〉.

Χρησιµοποιώντας τη σχέση Vj−1 = Vj ⊕Wj έχουµε

PVj
=

∑
n∈Z

aj+1[n; f ]Φn,j+1(t) +
∑
n∈Z

dj+1[n; f ]Ψn,j+1(t) (3.26)

αναδροµικά για k ∈ N παίρνουµε

PVj
=

∑
n∈Z

aj+k[n; f ]Φn,j+k(t) +
k∑

i=1

∑
n∈Z

dj+i[n; f ]Ψn,j+i(t),∀k ∈ N (3.27)

την παραπάνω σχέση την γράφουµε στη µορφή

PVj
= Ak(t) +

k∑
i=1

Di(t),∀k ∈ N (3.28)

όπου

Ak =
∑
n∈Z

ak[n; f ]Φn,j+k (3.29)

προσέγγιση της f ταξής k (Προσέγγιση Χαµηλών Συχνοτήτων) και όπου

Di =
∑
n∈Z

di[n; f ]Ψn,j+i (3.30)

λεπτοµέρεια της f τάξης i (Προσέγγιση Υψηλών Συχνοτήτων)

26



Σχήµα 3.1: Περιγραφή της µετάβασης από το επίπεδο i του συµβολισµού στο επί-

πεδο i+ 1

Θεώρηµα 3.2.1 [10]

aj+1[n; f ] = aj ∗ L[2n] (3.31)

και

dj+1[n; f ] = aj ∗H[2n] (3.32)

όπου L είναι ϐαθυπερατό και H υψηπερατό ϕίλτρο. Επίσης

aj[n; f ] = ad
j+1 ∗ L[n] + dd

j+1 ∗H[n] (3.33)

όπου xd[n] =

{
x[p], n = 2p
0, n = 2p+ 1

Απόδειξη :

΄Εχουµε Φn,j+1 ∈ Vj+1 ⊂ Vj και {Φp,j}p∈Z ορθοκανονική ϐάση του Vj ,άρα

φn,j+1 =
∑
p∈Z

〈Φn,j+1,Φp,j〉Φp,j (3.34)

Εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι

〈Φn,j+1,Φp,j〉 = 〈 1√
2
Φ(
t

2
),Φ(t+ (2n− p))〉 = L[2n− p] (3.35)

άρα

Φn,j+1 =
∑
p∈Z

L[2n− p]Φp,j (3.36)

Παίρνοντας τώρα το εσωτερικό γινόµενο της παραπάνω σχέσης µε την f έχουµε

aj+1[n; f ] = 〈f,Φn,j+1〉 =
∑
p∈Z

L[2n− p]aj[p] = aj ∗ L[2n] (3.37)
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Αντίστοιχα έχουµε ψn,j+1 ∈ Wj+1 ⊂ Vj και

Ψn,j+1 =
∑
p∈Z

〈Ψn,j+1,Φp,j〉Φp,j (3.38)

〈Ψn,j+1,Φp,j〉 = 〈 1√
2
Ψ(

t

2
),Φ(t+ (2n− p))〉 = H[2n− p] (3.39)

Παίρνοντας εσωτερικό γινόµενο της παραπάνω σχέσης µε την f προκύπτει

dj+1[n; f ] = 〈f,Ψn,j+1〉 =
∑
p∈Z

H[2n− p]aj[p] = aj ∗H[2n] (3.40)

Ανακατασκευή: Αφού το Wj+1 είναι το ορθογώνιο συµπλήρωµα του Vj+1 στο Vj τότε

η ένωση των συνόλων {Ψp,j+1}p∈Z και {Φp,j+1}p∈Z είναι ορθοκανονική ϐάση του Vj,

άρα η Φn,j µπορεί να εκφρασθεί ως εξής :

Φn,j =
∑
p∈Z

L[2p− n]Φp,j+1 +
∑
p∈Z

H[2p− n]Ψp,j+1 (3.41)

παίρνοντας εσωτερικό γινόµενο της παραπάνω σχέσης µε f προκύπτει

aj[n; f ] = ad
j+1 ∗ L[n] + dd

j+1 ∗H[n] (3.42)

Αρχικοποίηση : ΄Εστω f(t) ∈ L2(R) συνεχές σήµα και s[n] = f(nT ) η διακριτοποίη-

σή του, µε T = 2j, j ∈ Z έχουµε :

1√
2J

aj[n; f ] =
1√
2j

∫
R

f(t)
1√
2j

Φ(2−jt− n)dt =

∫
R

f(2jt+ n2j)Φ(t)dt (3.43)

Από την

∫
R

Φ(t)dt = 1 ϐλέπουµε ότι το δεξιότερο µέλος της προηγούµενης σχέσης

δίνει ένα µέσο όρο της f(2jt+ n2L) γύρω από το t = 0 , άρα περιµένουµε

s[n] = f(nT ) ≈ 1√
2j

aj[n; f ]

Αρχικοποιούµε την aj ως εξής :

aj[n; f ] =
√

2js[n] (3.44)

Συµβολισµός : Για ευκολία ϑα γράφουµε ai[n] αντί για aj+i[n; f ] και di[n] αντί για

dj+i[n; f ], ακόµα ϑα συµβολίσουµε τη σταθερά

√
2j ως 1/c. ΄Αρα

s[n] = c · a0[n] (3.45)

Τα ai[n] ονοµάζονται συντελεστές προσέγγισης i τάξης και τα di[n] ονοµάζονται συν-

τελεστές λεπτοµέρειας i τάξης.

Το Wavelet ’db4’ : Σε αυτή την εργασία η ανάλυση των ακουστικών σηµάτων σε

επίπεδα ϑα γίνει µε το wavelet ’db4’. Στο σχήµα (3.2) ϕαίνονται το wavelet και η

συνάρτηση κλίµακας που αντιστοιχούν στο ’db4’ . Επίσης στο σχήµα (3.3) περιγρά-

ϕονται τα διακριτά ϕίλτρα L και H.
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Σχήµα 3.2: Περιγραφή του wavelet ’db4’ και της συνάρτησης κλίµακας που του

αντιστοιχεί.

Σχήµα 3.3: Βαθυπερατό και Υψηπερατό ϕίλτρο που αντιστοιχεί στο wavelet ’db4’ .

Παράδειγµα 3.2.1 Ανάλυση ενός ακουστικού σήµατος (Σχήµα 3.4) σε πέντε επίπεδα

µε χρήση του Wavelet ’db4’

Το αποτέλεσµα τις ανάλυσης ϕαίνεται στο (Σχήµα 3.5) ενώ στο (Σχήµα 3.6) ϐλέπουµε

τους συντελεστές του µετασχηµατισµού.

3.3 Χαρακτηρισµός Ακουστικού Σήµατος µε χρήση Συµµετρι-

κών ΄Αλφα Ευσταθών Κατανοµών

Σε αυτό το σηµείο πρέπει να επιλέξουµε τη στατιστική κατανοµή την οποία ϑα

χρησιµοποιήσουµε για να προσεγγίσουµε τις εκ των υστέρων στατιστικές κατανό-

µες των συντελεστών του µετασχηµατισµού κυµατιδίων, του σήµατος. Παίρνοντας

αφορµή από την αντίστοιχη ανάλυση που χρησιµοποιήται στην επεξεργασία εικόνων

[13], ελέγχουµε εάν οι Συµµετρικές ΄Αλφα Ευσταθής Κατανοµές (SaS) [14] µπορούν

να χρησιµοποιηθούν στα αντίστροφα προβλήµατα ακουστικής διάδοσης. Ο έλεγχος

αυτός έχει πραγµατοποιηθεί στις εργασίες [1] και [2] και στοιχεία του επαναλαµβά-

νονται εδώ.

Η µορφή µιας Συµµετρικής ΄Αλφα Ευσταθούς Κατανοµής περιγράφεται από τη

χαρακτηριστική συνάρτηση

Φ(t) = exp(iδt− γα|t|α) (3.46)
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Σχήµα 3.4: Το ακουστικό σήµα του παραδείγµατος στο πεδίο του χρόνου.

Σχήµα 3.5: Ανάλυση του ακουστικού σηµατος του παραδείγµατος σε επίπεδα.
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Σχήµα 3.6: Συντελεστές του µετασχηµατισµού Wavelet του σήµατος του παραδείγµα-

τος.
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Σχήµα 3.7: Ιστογράµατα των συντελεστών λεπτοµέρειας του σήµατος, του παραδείγ-

µατος 3.2.1
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όπου α ∈ (0, 2] ο χαρακτηριστικός εκθέτης, δ ∈ R η παράµετρος ϑέσης και γ > 0
η διασπορά της κατανοµής [14]. Η παράµετρος α προσδιορίζει την οριακή συµπε-

ϱιφορά της κατανοµής (µικρότερες τιµές, περισσότερο απότοµες ουρές) ενώ η παρά-

µετρος γ προσδιορίζει κατά πόσο η κατανοµή ϑα είναι συγκεντρωµένη γύρω από την

παράµετρο ϑέσης δ (µικρότερες τιµές , µεγαλύτερη συγκέντρωση).

Για να ορίσουµε αυστηρά την SaS κατανοµή ϑα χρειαστεί να κανονικοποιήσου-

µε τη χαρακτηριστική συνάρτηση Φ ώστε να πάρουµε τη συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας Φ̂, δηλαδή

Φ̂(t) =
Φ(t)

c
(3.47)

όπου,

c =

∫
R

Φ(t)dt (3.48)

για δ = 0 η σταθερά c δίνεται από τη σχέση

c =
2Γ( 1

α
)

αγ
(3.49)

όπου Γ η συνάρτηση Γάµµα. Σε αντίθεση µε την Γκαουσιανή κατανοµή η οποία

ϕθίνει εκθετικά η SaS ϕθίνει αλγεβρικά, δηλαδή, P (X > x)→ cX−α
καθώς x→∞

,όπου c σταθερά που εξαρτάται από τα α και γ.

Παρατήρηση : Η Σχέση (3.3) δείχνει ότι η µέση τιµή κάθε wavelet είναι ίση µε

το µηδέν. Αυτή η πληροφορία είναι ικανή να εξασφαλίσει ότι όλες οι κατανοµές

των συντελεστών του µετασχηµατισµού ϑα είναι συγγεντρωµένες γύρω από το µηδέν,

δηλαδή δ = 0.

΄Οπως είδαµε προηγουµένως κάθε ακουστικό σήµα µπορεί να χαρακτηριστεί από

τους συντελεστές aL[n],d1[n], ...,dL[n], L ∈ N ενός µετασχηµατισµού wavelet. Παίρ-

νοντας τη στατιστική κάθε ενός από τους συντελεστές, προκύπτουν L+ 1 στατιστικές

κατανοµές (στο σχήµα 3.7 ϕαίνονται τα ιστογράµατα των συντελεστών λεπτοµέρειας

του παραδείγµατος).

Θα προσεγγίσουµε κάθε µια από αυτές τις κατάνοµες µε µια κατανοµή SaS ,έτσι

το σήµα S περιγράφεται από L + 1 Ϲευγάρια αριθµών {(α0, γ0), ..., (αL, γL)} όπου ,

(αi, γi) ειναι οι εκτιµήτριες των παραµέτρων της κατανοµής SaS που αντιστοιχούν,

για i = 0 στους συντελεστές προσέγγισης L τάξης και για i = 1, ..., L στους συντελε-

στές λεπτοµέρειας i τάξης.

Η διαδικασία προσέγγισης µιας κατανοµής από κατανοµή SaS γίνεται µε χρήση

της µεθόδου της εκτιµήτριας µεγίστης πιθανοφάνιας και περιγράφεται απο τον Nolan
[14].

3.4 Kullback - Leibler Divergence (KLD)

΄Εστω X = {x1,x2, ...,xN} περιέχει N ανεξάρτητες επαναλήψεις ενός πειράµατος µε

κατανοµή pq(x) και K στατιστικές κατανοµές pi(x), i ∈ S όπου S = {1, 2, ..., K}.
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Σχήµα 3.8: Παράδειγµα προσέγγισης µιας εκ των υστέρων κατανοµής ενός συντελεστή

λεπτοµέρειας από µια SaS.

Θέλουµε να αποφασίσουµε ποια κατανοµή ps, s ∈ S έχει µεγαλύτερη πιθανότητα να

προσεγγίζει καλύτερα την pq για δεδοµένο X. Θα χρειαστούµε µια συνάρτηση από-

ϕασης g η οποία ϑα παίρνει ως όρισµα το X και ϑα δίνει την τιµή s ∈ S του δεικτή

που αντιστοιχεί στη ϐέλτιστη προσέγγιση ps. ΄Εχει δεικτεί [15] ότι η ϐέλτιστη επιλογή

της g είναι η συνάρτηση του Bayes (Maximum A-Posteriory)η οποία εκφράζεται ως

εξής :

g(X) = arg max
i
P (s = i|X) (3.50)

ή

g(X) = arg max
i

(p(X|s = i)P (s = i)) (3.51)

όπου p(X|s = i) πιθανότητα της pi κατανοµής, και P (s = i) a-priori πιθανότητα

Χωρίς a-priori πληροφορία : P (s = i) = 1/K , i = 1, ..., K

g(X) = arg max
i
p(X|s = i) = arg max

i

N∏
j=1

p(xj|s = i) (3.52)

Ο λογάριθµος είναι άυξουσα συνάρτηση άρα ισχύει :

g(X) = arg max
i

N∑
j=1

log(p(xj|s = i)) = arg max
i

1

N
log(p(xj|s = i)) (3.53)
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για N →∞ και εφαρµόζοντας τον ασθενή νόµο των µεγάλων αριθµών έχουµε

g(X)→ arg max
i
Epq{log p(x)} = arg max

i

∫
pq log p(x|s = i)dx (3.54)

g(X)→ arg max
i

∫
pq(x) log pi(x)dx = arg min

i

∫
pq(x) log

pq(x)

pi(x)
dx (3.55)

Ορίζουµε ως Kullback-Leibler Divergence (KLD) δυο κατανοµών Pq και Pi την

ποσότητα

D(pq||pi) =

∫
pq(x) log

pq(x)

pi(x)
dx (3.56)

η οποία µας δίνει ενά µέγεθος σύγκρισης των κατανοµών pq και pi (όσο µικρότερες

τιµες της KLD,τόσο περισσότερο η κατανοµή pi προσεγγίζει την pq) [12],[15]

Πρόταση 3.4.1 Η KLD δύο SaS κατανοµών Φ1,Φ2 µε παραµέτρους (α1, γ1, δ1 = 0) ,

(α2, γ2, δ2 = 0) αντίστοιχα, µπορεί να δοθεί από την παρακάτω κλειστή σχέση :

D(Φ1||Φ2) = ln
(c2
c1

)
− 1

α1

+
(γ2

γ1

)α2 Γ(α2+1
α1

)

Γ( 1
α1

)
(3.57)

όπου Γ η συνάρτηση Γάµµα και

ci =
2Γ( 1

αi
)

αiγi

, i = 1, 2

3.5 Απόσταση Ακουστικών Σηµάτων Ds

΄Εστω S1, S2 δύο ακουστικά σήµατα τα οποία χαρακτηρίζοντε όπως είδαµε πριν από

L+ 1 Συµµετρικές ΄Αλφα Ευσταθής Κατανοµές, δηλαδή

S1 ←→ {Φ0
1, ...,Φ

L
1 } ←→ {(α0

1, γ
0
1), ..., (α

L
1 , γ

L
1 )} (3.58)

και

S2 ←→ {Φ0
2, ...,Φ

L
2 } ←→ {(α0

2, γ
0
2), ..., (α

L
2 , γ

L
2 )} (3.59)

Ορίσουµε ως απόσταση των σηµάτων την παρακάτω ποσότητα

Ds(S1, S2) =
L∑

k=0

D(Φk
1||Φk

2) (3.60)

όπου D(Φk
1||Φk

2) είναι η KLD των κατανοµών Φk
1 , Φk

2 η οποία δίνεται από τον κλειστό

τύπο (3.57), δηλαδή

Ds(S1, S2) =
L∑

k=0

{
ln

(ck2
ck1

)
− 1

αk
1

+
(γk

2

γk
1

)αk
2
Γ(

αk
2+1

αk
1

)

Γ( 1
αk

1
)

}
(3.61)
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όπου

cki =
2Γ( 1

αk
i
)

αk
i γ

k
i

(3.62)

i = 1, 2 και k = 0, ..., L

Ισχύουν οι ιδιότητες

• Ds(S1, S2) ≥ 0

• S1 = S2 ⇐⇒ Ds(S1, S2) = 0

Η Ds δεν ορίζει αυστηρά συνάρτηση απόστασης αφού η KLD δεν είναι απόσταση,

καθώς δεν ικανοποιεί την συµµετρική ιδιότητα, δηλαδή D(P1||P2) 6= D(P2||P1).

3.6 Ευαισθησία της Ds σε Μεταβολές των Παραµέτρων

΄Εχει δειχθεί ότι η συνάρτηση Ds που ορίσαµε παραπάνω, έχει την απαιτούµε-

νη ευαισθησία ώστε να αποτελέσει συνάρτηση χαρακτηρισµού ακουστικών σηµάτων

στο νερό [1]. Ακολουθεί παράδειγµα αντιστροφής, στο οποίο ϕαίνεται η καταλλη-

λότητα της Ds ως αντικειµενική συνάρτηση για αντίστροφα προβλήµατα ακουστικής

διάδοσης.

Πίνακας 3.1: Περιγραφή του χώρου αναζήτησης του παραδείγµατος 3.6.1.

Χώρος Αναζήτησης

Βάθος Νερού h 200 m
Κεντρική Συχνότητα Πηγής fo 100 Hz
Εύρος Συχνοτήτων Πηγής ∆f 40 Hz
Ταχύτητα στην Επιφάνεια cw(0) 1500 m/s
Ελάχιστη Ταχύτητα cw(d) [1495,1505] m/s
Ταχύτητα σε Βάθος h cw(h) 1515 m/s
Βάθος Ελάχιστης Ταχύτητας d [20,100] m
Πυκνότητα πυθµένα ρb 1150 g/m3

Ταχύτητα στο Πυθµένα cb 1550 m/s
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Σχήµα 3.9: Το Θαλάσσιο Περιβάλλον

Παράδειγµα 3.6.1 [1] Θεωρούµε το ϑαλάσσιο περιβάλλον που περιγράφεται απο το

Σχήµα 3.9. και τον παραπάνω πίνακα. Πραγµατοποιούµε ανάλυση τριών επιπέδων

µε χρήση του wavelet ’db4’. Θεωρουµε ως προς ανάκτηση παραµέτρους την τιµή

της ελάχιστης ταχύτητας cmin(d) καθώς και το ϐάθος d που αυτή παρατηρήτε. Οι

πραγµατικές τιµές ειναι Cmin(d) = 1490m/s και d = 50m. Στο παρακάτω σχήµα

ϕαίνεται η Ds για διάφορες τιµές των άγνωστων παραµέτρων cmin και d. Παρατηρούµε

ότι το ελάχιστο της Ds λαµβάνετε σε µια περιοχή που περιέχει τις πραγµατικές τιµές.
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Σχήµα 3.10: Τιµες της Ds για δίαφορες τιµές των παραµέτρων.
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4
Γενετικοί Αλγόριθµοι

4.1 Βασικά Στοιχεία

Γενετικοί Αλγόριθµοι : Είναι αλγόριθµοι ϐελτιστοποίησης προβληµάτων (ελαχιστο-

ποίησης ή µεγιστοποίησης µιας αντικειµενικής συνάρτησης) που ϐασίζονται στις

αρχές της ϐιολογικής εξέλιξης όπως τις διατύπωσε ο ∆αρβίνος. Σε αυτή την εργα-

σία τους χρησιµοποιούµε για ελαχιστοποίηση και έτσι η περιγραφή που ακολουθεί

ασχολείται µε αυτή την περίπτωση [16].

Περιγραφή :

1. Οι Γενετικοί Αλγόριθµοι ξεκινούν µε ένα πληθυσµό υποψήφιων λύσεων, κάθε

υποψήφια λύση στον πληθυσµό ονοµάζεται άτοµο και κωδικοποιήται µε ένα

σύνολο από δυαδικά ψηφία (γονίδια).

2. Σε κάθε άτοµο του πληθυσµού αντιστοιχούν µια τιµή ικανότητας, η οποία

προσδιορίζεται από την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης και υπολογίζε-

ται αφου αποκωδικοποιήσουµε το άτοµο. ΄Οσο µικρότερες είναι οι τιµές της

αντικειµενικής συνάρτησης τόσο πιό ικανό ϑεωρείται το άτοµο.

3. Ο πληθυσµός εξελίσσεται µε τις παρακάτω γενετικές διαδικασίες :

(αʹ) Επιλογή : Επιλέγονται τα άτοµα τα οποία ϑα αποτελέσουν τη ϐάση του

νέου πληθυσµού, ϐασικό κριτήριο επιλογής είναι η ικανότητα κάθε ατό-

µου.

(ϐʹ) ∆ιασταύρωση : Συνδιάζονται τα γονίδια δύο ατόµων και δηµιουργουν

δύο απογόνους, οι οποίοι παίρνουν την ϑέση τους.

(γʹ) Μετάλλαξη : Αντιστρέφει αυθέρετα πλήθος γονιδίων ενός ατόµου (από 0

σε 1 και αντίστροφα).
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Η διαδικασία της επιλογής συµβάλει στη ϐελτίωση της µέσης ποιότητας του

πληθυσµού ενώ η διασταύρωση και η µετάλαξη συµβάλουν στην παραγωγή

νέων ατόµων πολλά από τα οποία ϑα είναι περισσότερο ικανά από τα ικανότερα

του πληθυσµού. Βέβαια ϑα δηµιουργηθούν και κάποια τα οποία ϑα έχουν

ικανότητα κάτω από την µέση ικανότητα του πληθυσµού αλλά αυτά ϑα έχουν

µικρή πιθανότητα να επιβιώσουν κατά την επόµενη διαδικασία επιλογής.

4. Αντικαθηστούν τα άτοµα του πληθυσµού µε τα άτοµα που προέκυψαν από το

ϐήµα 3, έτσι δηµιουργείται ένας νέος πληθυσµός (νέα γενεά)

5. Επαναλαµβάνουν την διαδικασία από το ϐήµα 2, µέχρι να ικανοποιηθεί το

κριτήριο τερµατισµού.

Βασικά Πλεονεκτήµατα Γενετικών Αλγορίθµων :

1. Μπορούν να λύσουν δύσκολα προβλήµατα γρήγορα και αποτελεσµατικά.

2. Η µόνη γνώση που χρειάζονται είναι η αντικειµενική συνάρτηση.

3. Μπορούν να υλοποιηθούν σε παράλληλα συστήµατα.

4. Κάνουν αναζήτηση σε πολλά σηµεία ταυτόχρονα.

Σχήµα 4.1: Παράδειγµα κωδικοποίησης. ∆είχνει την αντιστοιχία των µεταβλητών µε

τα γονίδια.

4.2 Ανάλυση Γενετικών Αλγορίθµων

΄Εστω οτι ϑέλουµε να εκτιµήσουµε το ελάχιστο µιας συνάρτησης f(X) ≥ 0, όπου

X = (X1, X2, ..., XN)T
, Xj ∈ [aj, bj] ⊂ R, j = 1, ..., N µε γενετικούς αλγορίθµους.

Κωδικοποίηση : Κάθε µεταβλητή Xj, j = 1, ..., N κωδικοποιήται µε ένα δυαδι-

κό αριθµό Bj µε mj δυαδικά ψηφία, όπου mj ο µικρότερος ϕυσικός αριθµός που

ικανοποίει τη σχέση

(bj − aj) · 10pj ≤ 2mj − 1 (4.1)

όπου pj η Ϲητούµενη ακρίβεια σε δεκαδικά ψηφία της Xj µεταβλητής. Τα ψηφία

του Bj τοποθετούνται στις ϑέσεις από
∑j−1

k=1mk + 1 µέχρι
∑j

k=1mk µέσα στο άτοµο.

Κάθε άτοµο αποτελείται από m =
∑N

k=1mk δυαδικά ψηφία.
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Σχήµα 4.2: Παράδειγµα ϱουλέτας επιλογής για πληθυσµό που αποτελείται από 10

άτοµα.

Αποκωδικοποίηση : Γίνεται µε την παρακάτω σχέση

Xj = aj + (Bj)10 ·
bj − aj

2mj − 1
, j = 1, ..., N (4.2)

όπου (·)10 µετατρέπει αριθµούς από το δυαδικό στο δεκαδικό σύστηµα.

Επιλογή : Αρχικά υπολογίζουµε την τιµή ικανότητας κάθε ατόµου, στη συνέχεια

κατασκευάζουµε ϱουλέτα στην οποία το ικανότερο άτοµο λαµβάνει το
MPM
i=1 i

του εµ-

ϐαδού της, όπου M ο αριθµός των ατόµων που αποτελούν τον πληθυσµό, το αµέσος

επόµενο ικανό το
M−1PM

i=1 i
του εµβαδού. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο µεχρι να ϕτά-

σουµε στο λιγότερο ικανό το οποίο ϑα λάβει το υπόλοιπο
1PM
i=1 i

του εµβαδού. Στη

συνέχεια περιστρέφουµε την ϱουλέτα M ϕορές και παίρνουµε M άτοµα (δεξαµενή

Ϲευγαρώµατος). Παράδειγµα ϱουλέτας επιλογής ϕαίνεται στο Σχήµα 4.2.

∆ιασταύρωση : Κάθε άτοµο της δεξαµενής Ϲευγαρώµατος έχει πιθανότητα pc (πιθα-

νότητα διασταύρωσης) να επιλεγεί για να συµετάσχει στη διαδικασία διασταύρωσης,

αν επιλεγεί περιττός αριθµός ατόµων απορίπτουµε στην τύχη ένα από αυτά.Στη συ-

νέχεια τα χωρίζουµε σε Ϲευγάρια και εφαρµόζουµε την διαδικασία διασταύρωσης σε

καθε Ϲευγάρι. Σ΄ αυτή την εργασία ϑα εφαρµοστεί διασταύρωση δυο σηµείων(Σχήµα

4.2) η οποία είναι κατάλληλη για πολυδιάστατα προβλήµατα.

Μετάλλαξη : Στη διαδικασία της µετάλλαξης καθε γονίδιο ενός ατόµου µπορεί να

αντιστραφεί (από 0 σε 1 ή το αντίστροφο) µε πιθανοτητα pm (πιθανότητα µετάλλαξης).

Η τιµή της pm καλό είναι να µην παίρνει µεγάλες τιµές καθώς σε διαφορετική περί-

πτωση µπορεί ο γενετικός αλγόριθµος να εκφυλιστεί σε τυχαίο ψάξιµο. Στο Σχήµα

4.4 ϕαίνεται ένα παράδειγµα µετάλαξης.
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Σχήµα 4.3: Παράδειγµα διασταύρωσης δύο σηµείων, τα άτοµα που προκύπτουν (από-

γωνοι) ϑα πάρουν την ϑεση των ατόµων που διασταυρώθηκαν(γονείς), οι ϑέσεις διαστά-

υρωσης επιλέγονται τυχαία.

Σχήµα 4.4: Παράδειγµα µετάλλαξης ενός γονιδίου του ατόµου.

4.3 Εφαρµογή των Γενετικών Αλγορίθµων στο Αντίστροφο

Πρόβληµα Ακουστικής διάδοσης

Χώρος Αναζήτησης : ΄Εστω m = (m1,m2, ...,mM),M ∈ N το διάνυσµα παρα-

µέτρων. Επιλέγουµε ως χώρο αναζήτησης κάθε παραµέτρου mj, j = 1, ...,M ένα

διάστηµα [aj, bj] ∈ R

Αντικειµενική Συνάρτηση : Επιλέγουµε ως αντικειµενική συνάρτηση (συνάρτη-

ση ικανότητας) την απόσταση Ds, δηλαδή

f(m) = Ds(Sobs, Sm) (4.3)

Μέγεθος Πληθυσµού και Αριθµός Γενεών : Ως µέγεθος του πληθυσµού διαλέ-

γουµε 200 άτοµα, εάν διαλέξουµε λίγα (της τάξης λιγότερα από 100) δεν ϑα εξερευ-

νήσουµε µεγάλη περιοχή του χώρου αναζήτησης και επίσης ίσως χάσουµε πιθανά

ακρότατα, αντίθετα εάν επιλέξουµε πολύ µεγάλο αριθµό ατόµων (της τάξης περισ-

σότερα από 500) η σύγκλιση ϑα γίνει πολύ αργά και ϑα χρειαστούµε πολλές γενεές

άρα και πολύ χρόνο. Σαν κριτήριο τερµατισµού διαλέγουµε την συµπλήρωση ενός

δεδοµένου αριθµού γενεών, εδώ επιλέγουµε 50 γενεές.

Κωδικοποίηση : Επιλέγουµε ακρίβεια µηδέν δεκαδικών ψηφίων ώστε να µην απο-

τελείται το άτοµο από πολλά γονίδια, το οποίο ϑα καθυστερούσε τη σύγκλιση. Κάθε

mj, j = 1, ..., N κωδικοποιείται µε το δυαδικό αριθµό Bj ,qj δυαδικών ψηφίων, όπου
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qj ο µικρότερος ϕυσικός αριθµός που ικανοποιεί τη σχέση

bj − aj + 1 ≤ 2qj (4.4)

Επιλογή - ∆ιασταύρωση - Μετάλλαξη : Οι διαδικασίες επιλογής, διασταύρωσης

και µετάλλαξης γίνονται όπως περιγράψαµε στην προηγούµενη ενότητα. Ως πιθα-

νότητα επιλογής επιλέγουµε pc = 0.5 και ως πιθανότητα µετάλλαξης pm = 0.001

Χρόνος Αντιστροφής : ΄Οπως αναφέραµε πριν, η επίλυση του ευθύ προβλήµα-

τος χρειάζεται περίπου 8 δευτερόλεπτα. Ο χρόνος αντιστροφής µε τη µεθοδό των

γενετικών αλγορίθµων είναι περίπου :

Αριθµός Γενεών ∗ Μέγεθος Πληθυσµού ∗ Χρόνος Εκτέλεσης Ευθύ Προβλήµατος=
= 50 · 200 · 8 = 80.000 sec

δηλαδή περίπου 22 ώρες.

Αποτελέσµατα : Μετά τον τερµατισµό του γενετικού αλγορίθµου έχουµε ένα τελικό

πληθυσµό ατόµων από τα οποία τα περισσότερα είναι ιδιαίτερα ικανά. Το ικανότερο

απ΄ αυτά αφού αποκωδικοποιηθεί ϑα αποτελέσει την εκτίµηση mest
της λύσης του

αντίστοφου προβλήµατος.

4.4 Εκ των Υστέρων Στατιστική Κατανοµή Πληθυσµού

Το καλύτερο άτοµο µπορεί να µας δίνει µια καλή προσέγγιση της λύσης του αντί-

στοφου προβλήµατος αλλά δεν εκµεταλέυεται όλες τις σηµαντικές πληροφορίες που

περιέχει ο τελικός πληθυσµός. ΄Οπως είδαµε η ικανότητα του ατόµου εξαρτάται από

τις τιµές των M παραµέτρων που το ορίζουν, άρα το καλύτερο άτοµο του πληθυσµού

σίγουρα ϑα διαθέτει έναν καλό συνδιασµό αυτών των τιµών αλλά όχι κατ΄ ανάγκη τον

ϐέλτιστο.

Μια καλύτερη εικόνα για τις πραγµατικές τιµές των παραµέτρων ϑα πάρουµε

σχηµατίζοντας εκ των υστέρων στατιστικές κατανοµές [17]. Συγκεκριµένα ϑα κα-

τασκευάσουµε Mj, j = 1, ...,M διανύσµατα δίαστασης Q, όπου Q το µέγεθος του

πληθυσµού, ως εξής :

Mj = [m1
j ,m

2
j , ...,m

Q
j ]T , j = 1, ...,M (4.5)

όπου mi
j η j παράµετρος του i ατόµου του τελικού πληθυσµού. Η στατιστική κατα-

νοµή του Mj δίνει την εκ των υστέρων κατανοµή της j παράµετρου του αντίστροφου

προβλήµατος.

Πλεονεκτήµατα :

• Γρήγορη Παρατήρηση Αποτελεσµάτων : Το γεγονός ότι ο τελικός πληθυσµός

αποτελείται από M · Q αριθµούς κάνει τη µελέτη του πολύ δύσκολη. Με
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τη στατιστική περιγραφή του πληθυσµού πέρνουµε οπτικά αποτελέσµατα και

είµαστε σε ϑέση να ϐγάλουµε γρήγορα συµπεράσµατα.

• Πολλαπλά Ακρότατα : ΄Οταν µια παράµετρος παρουσιάζει περισσότερα από

ένα ακρότατα, είµαστε σε ϑέση να τα δούµε από την εκ των υστέρων στατι-

στική κατανοµή της, αρκεί ϐέβαια να έχουµε επιλέξει κατάλληλα τον αριθµό

των ατόµων του πληθυσµού, τη µέδοδο επιλογής καθώς και των πιθανοτήτων

διασταύρωσης και µετάλλαξης.

• ∆ιασπορά των Παραµέτρων : Με την στατιστική ερµηνεία των αποτελεσµάτων

παίρνουµε πληροφορία για τις διασπορές που παρουσιάζουν οι παράµετροι

γύρω από τα ακρότατά τους. Αυτό είναι πολύ σηµαντικό καθώς µας δίνει ένα

µέτρο εµπιστοσύνης για τα αποτελέσµατα που πήραµε.

Στο κεφάλαιο που ακολουθεί παρουσιάζονται παραδείγµατα αντιστροφής. Σαν απο-

τελέσµατα ϑα δίνονται το καλύτερο άτοµο του πληθυσµού καθώς και οι εκ των υστέ-

ϱων στατιστικές κατανοµές που περιγράψαµε σ΄ αυτήν την ενότητα.
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5
Παραδείγµατα Αντιστροφής

Στη µέθοδο αντιστροφής που περιγράφουµε, χρειάζεται να γνωρίζουµε το σήµα

(σήµα αναφοράς) που λαµβάνει ο δέκτης. Εδώ για να µελετήσουµε την αποδοτι-

κότητα της µεθόδου κατασκευάζουµε ϕανταστικά ϑαλάσσια περιβάλλοντα και υπο-

λογίζουµε προσεγγιστικά το σήµα που ϑα λάµβανε ο δέκτης σε κάθε ένα από αυτα

αν τα περιβάλλοντα ήταν πραγµατικά. Αυτοί οι υπολογισµοί πραγµατοποιούνται

µε το πρόγραµµα mode1 [7] το οποίο επιλύει το ευθύ πρόβληµα ακουστικής διάδο-

σης. ΄Επειτα για κάθε περιβάλλον, ϑεωρούµε άγνωστες κάποιες από τις παραµέτρους

που το περιγράφουν και εκτελούµε την διαδικασία αντιστροφής που περιγράψαµε.

Με αυτόν τον τρόπο παίρνουµε προσεγγίσεις για τις παραµέτρους που ϑεωρήσαµε

αγνώστες και αξιολογούµε τα αποτελέσµατα.

5.1 Παράδειγµα 1

Σχήµα 5.1: Το Θαλάσσιο Περιβάλλον
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Θεωρούµε ϑαλάσσιο περιβάλλον το οποίο περιγράφεται από το Σχήµα 5.1. Η

πηγή είναι σηµειακή Γκαουσιανή µε κεντρική συχνότητα 100Hz και µε εύρος 40Hz,
ενώ η απόσταση της από τον δέκτη λαµβάνεται στα 5km. Το περιβάλλον αποτελείται

από νερό ϐαθους 200m στο οποίο η ταχύτητα του ήχου δίνεται από τις σχέσεις

cw(z) = cw(0) +
cw(d)− cw(0)

d
z, 0 ≤ z ≤ d (5.1)

και

cw(z) = cw(d) +
cw(200)− cw(d)

200− d
(z − d), d ≤ z ≤ 200 (5.2)

όπου d το ϐάθος στο οποίο παρατηρείται η ελάχιστη ταχύτητα του ήχου και cw(0) ,

cw(d) , cw(h) οι ταχύτητες του ήχου στην επιφάνεια και στα ϐάθη d και h αντίστοιχα.

Από το ϐάθος z = 200m ξεκινά ηµιάπειρος πυθµένας πυκνότητας ρb και σταθερής

ταχύτητας διάδοσης του ήχου cb. Τέλος η πηγή και ο δέκτης ϐρίσκονται σε ϐάθος

100m από την επιφάνεια της ϑάλασσας. Σε αυτό το παράδειγµα οι παράµετροι προς

ανάκτηση είναι οι ακόλουθες :

1. Το ϐάθος στο οποίο παρατηρήται η ελάχιστη ταχύτητα διάδοσης του ήχου

2. Η ελάχιστη ταχύτητα του ήχου

3. Η ταχύτητα διάδοσης του ήχου στην επιφάνεια της ϑάλασσας

4. Η ταχύτητα διάδοσης του ήχου σε ϐάθος h, δηλαδή στη διεπιφάνεια νερού

πυθµένα

5. Η πυκνότητα του πυθµένα, και

6. Η ταχύτητα διάδοσης του ήχου στο πυθµένα

Το διάνυσµα των παράµετρων του αντίστροφου προβλήµατος ορίζεται ως εξής :

m = [d, cw(d), cw(0), cw(h), ρb, cb]
T

(5.3)

Ο χώρος αναζήτησης ϕαίνεται στον Πίνακα 5.1.

Αντιστρέφοντας το πρόβληµα όπως περιγράψαµε στα προηγούµενα κεφάλαια παίρ-

νουµε τα αποτελέσµατα :

Το καλύτερο άτοµο του τελικού πληθυσµού : Το καλύτερο άτοµο του πλη-

ϑυσµού αποτελεί µια προσέγγιση mest
του αντίστροφου προβλήµατος. Σε αυτό το

παράδειγµα πήραµε

mest = [59.4, 1488.5, 1501, 1516.5, 1195.1, 1605.9]T (5.4)

Εκ των υστέρων στατιστική κατανοµή πληθυσµού : Φαίνεται στο Σχήµα 5.3.

Βλέπουµε ότι ανακτούµε µε επιτυχία σχέδον όλες τις αγνωστές παραµέτρους. Η

µεγαλύτερη απόκληση παρουσιάζεται στον υπολογισµό της απόστασης ελάχιστης

ταχύτητας του ήχου.
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Πίνακας 5.1: Περιγραφή του ϑαλάσσιου περιβάλλοντος και του χώρου αναζήτησης.

Πραγµατικές Τιµές Χώρος Αναζήτησης

Βάθος Νερού h 200 m 200 m
Βάθος Πηγής zs 100 m 100 m
Βάθος ∆έκτη zR 100 m 100 m
Απόσταση ∆έκτη r 5000 m 5000 m
Κεντρική Συχνότητα Πηγής fo 100 Hz 100 Hz
Εύρος Συχνοτήτων Πηγής ∆f 40 Hz 40 Hz
Ταχύτητα στην Επιφάνεια cw(0) 1500 m/s [1495,1510] m/s
Ελάχιστη Ταχύτητα cw(d) 1490 m/s [1475,1495] m/s
Ταχύτητα σε Βάθος h cw(h) 1515 m/s [1500,1530] m/s
Βάθος Ελάχιστης Ταχύτητας d 50 m [40,60] m
Πυκνότητα πυθµένα ρb 1200 g/m3

[1100,1350] g/m3

Ταχύτητα στο Πυθµένα cb 1600 m/s [1550,1800] m/s

Σχήµα 5.2: Το σήµα αναφοράς του παραδείγµατος, στο πεδίο του χρόνου.
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Σχήµα 5.3: Εκ των υστέρων στατιστικές κατανοµές των παραµέτρων.

5.2 Παράδειγµα 2

Θεωρούµε ϑαλάσσιο περιβάλλον το οποίο περιγράφεται από το Σχήµα 5.4. Η πηγή

ειναι όµοια µε αυτή του προηγούµενου παραδείγµατος, η απόσταση της από τον

δέκτη είναι r και η ακριβής τιµή της είναι άγνωστη. Το περιβάλλον αποτελείται από

νερό ϐαθους 200m στο οποίο η ταχύτητα διάδοσης του ήχου έχει σταθερή τιµή cw
και από ηµιάπειρο πυθµένα, για z ≥ 200m, πυκνότητας ρb και σταθερής ταχύτητας

διάδοσης του ήχου cb. Η πηγή ϐρίσκεται σε ϐάθος zs και ο δέκτης σε ϐάθος zR. Σε

αυτό το παράδειγµα οι παράµετροι πρός ανάκτηση είναι οι παρακάτω :

1. Το ϐάθος στο οποίο ϐρίσκεται η πηγή

2. Το ϐάθος στο οποίο ϐρίσκεται ο δέκτης

3. Η οριζόντια απόσταση της πηγής από το δέκτη

4. Η ταχύτητα διάδοσης του ήχου στο νερό
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Σχήµα 5.4: Το Θαλάσσιο Περιβάλλον

5. Η πυκνότητα του πυθµένα, και

6. Η ταχύτητα διάδοσης του ήχου στο πυθµένα

Το διάνυσµα των παράµετρων του αντίστροφου προβλήµατος ορίζεται ως εξής :

m = [zs, zR, r, cw, ρb, cb]
T

(5.5)

Ο χώρος αναζήτησης ϕαίνεται στον Πίνακα 5.2.

Πίνακας 5.2: Παράδειγµα 2

Πραγµατικές Τιµές Χώρος Αναζήτησης

Βάθος Νερού h 200 m 200 m
Βάθος Πηγής zs 100 m [95,105] m
Βάθος ∆έκτη zR 100 m [95,105] m
Απόσταση ∆έκτη r 5000 m [4970,5030] m
Κεντρική Συχνότητα Πηγής fo 100 Hz 100 Hz
Εύρος Συχνοτήτων Πηγής ∆f 40 Hz 40 Hz
Ταχύτητα στο Νερό cw(0) 1500 m/s [1475,1520] m/s
Πυκνότητα πυθµένα ρb 1200 g/m3

[1100,1350] g/m3

Ταχύτητα στο Πυθµένα cb 1600 m/s [1550,1800] m/s

Μετά από τη διαδικασία αντιστροφής παίρνουµε τα αποτελέσµατα :

Το καλύτερο άτοµο του τελικού πληθυσµού : Σε αυτό το παράδειγµα λάβαµε :

mest = [100.3, 99.7, 4993.8, 1497.1, 1197.1, 1594.1]T (5.6)

Εκ των υστέρων στατιστική κατανοµή πληθυσµού : Φαίνεται στο Σχήµα 5.6. Η

ανάκτηση και των έξι άγνωστων παραµέτρων γίνεται ικανοποιητικά.
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Σχήµα 5.5: Το σήµα αναφοράς του παραδείγµατος, στο πεδίο του χρόνου.

Σχήµα 5.6: Εκ των υστέρων στατιστικές κατανοµές των παραµέτρων
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6
Συµπεράσµατα

Η µέθοδος αντιστροφής που αναπτύχθηκε, οπώς είδαµε από τα παραδείγµατα

έδωσε ικανοποιητικά αποτελέσµατα σε όλες τις περιπτώσεις ανάκτησης παραµέτρων

του περιβάλλοντος της κυµατικής διάδοσης. Την µεγαλύτερη επιτυχία της µεθόδου

αποτελεί η ικανοποιητική προσέγγιση της πυκνότητας του πυθµένα. Οι πυκνό-

τητες εµφανίζονται στις εξισώσεις µόνο στη συνθήκη διεπιφάνειας ως συντελεστές

συναρµογής και έτσι δεν συνισφέρουν αρκετά στο ακουστικό πεδίο. Συγγεκριµένα η

πληροφορία που προέρχεται από αυτές και µεταφέρεται µαζί µε το σήµα εκφράζεται

ως υψηλής συχνότητας διαταραχή του σήµατος και δεν γίνεται έυκολα αντιληπτή.

Αναλύοντας το σήµα σε επίπεδα µε τον µετασχηµατισµό κυµατιδίων καταφέρνουµε

να συνισφέρουν οι υψηλές συχνότητες αρκετά στο συµβολισµό του κύµατος καθώς ο

µετασχηµατισµός αυτός ϐλέπει το ίδιο καλά τις χαµηλές και τις υψηλές συχνότητες.

Σηµειώνουµε ότι από την διεθνή ϐιβλιογραφία είναι γνωστό ότι οι συνήθεις µέθοδοι

αντιστροφής δεν προσεγγίζουν καλά την πυκνότητα.

Για µέθοδο ϐελτιστοποίησης χρησιµοποιήσαµε γενετικούς αλγόριθµους. Οι αλ-

γόριθµοι αυτοί οπώς είδαµε εξασφαλίζουν γρήγορη σύγκλιση καθώς κατευθύνουν

και στενέβουν ταυτόχρονα την περιοχή αναζήτησης, έτσι δεν χρειαζόταν να δοκιµά-

Ϲουµε διαρκώς συνδιασµούς των παραµέτρων από ένα τεράστιο χώρο αναζήτησης. Οι

παράµετροι του γενετικού αλογορίθµου επιλέχθηκαν έτσι ώστε να υπάρχει ισορροπί-

α µεταξύ ταχύτητας σύγκλισης της αντιστροφής και εξερεύνησης µεγάλης περιοχής

του χώρου αναζήτησης. Με το πέρασµα των γενεών προέκυπταν όλο και ικανότε-

ϱα άτοµα (Σχήµα 6.1 και Σχήµα 6.2), επίσης η µέση ικανότητα του πληθυσµού

αυξανόταν, έτσι µετά τον τερµατισµό του αλγορίθµου είχαµε ένα πληθυσµό τα πε-

ϱισσότερα άτοµα του οποίου αποτελούσαν καλή προσέγγιση των πραγµατικών τιµών

των παραµέτρων. Το ϐέλτιστο άτοµο του τελικού πληθυσµού παρόλο που έχει κα-

λά χαρακτηριστικά (καλό συνδιασµό τιµών των παραµέτρων) δεν αξιοποιεί όλη την

υπάρχουσα πληροφορία που περιέχεται στον πληθυσµό. Την λύση για την αξιο-

ποίηση της επιπλέον πληροφορίας µας την έδωσαν οι εκ των υστέρων κατανοµές των

παραµέτρων του τελικού πληθυσµού. Με τις παραπάνω πετύχαµε να εκτιµήσου-
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Σχήµα 6.1: Το ϐέλτιστο άτοµο ανά γενεά ( 1o
παράδειγµα αντιστροφής )

Σχήµα 6.2: Το ϐέλτιστο άτοµο ανά γενεά ( 2o
παράδειγµα αντιστροφής )

µε τις τιµές των παραµέτρων του ϑαλάσσιου περιβάλλοντος και επιπλέον να έχουµε

εικόνα για τις διασπορές τους.

Στο πρώτο παράδειγµα, µεγάλο σχετικό σφάλµα λάβαµε στο ϐάθος στο οποίο

η ταχύτητα διάδοσης του ήχου έχει ελάχιστη τιµή. Αυτό µπορεί σε κάποιο ϐάθµο

να δικαιολογηθεί καθώς αυτό το σφάλµα δρά διορθωτικά στα µικρά σφάλµατα των

τιµών των ταχυτήτων καθώς εάν παρατηρήσουµε το Σχήµα 6.3 και τα δύο προφίλ

ταχύτητας έχουν περίπου την ίδια µέση τιµή.

Στο δέυτερο παράδειγµα όλες οι παράµετροι υπολογίστηκαν ικανοποιητικά. Εδώ

είχαµε ένα απλό προφίλ ταχύτητας και τα επιπλέον στοιχεία ήταν ο προσδιορισµός
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Σχήµα 6.3: Προφίλ ταχύτητας. Με διακεκοµµένη γραµµή το πραγµατικό προφίλ ενώ

µε κόκκινο το προφίλ ταχύτητας του ϐέλτιστου ατόµου.

ϑέσης της πηγής και του δέκτη που έγιναν µε επιτυχία. Αυτό ήταν κάτι που περι-

µέναµε αφου αυτές οι παράµετροι εµφανίζονται άµεσα στην έκφραση της λύσης του

ευθέως προβλήµατος.

Μελλοντικά η ϐελτιστοποίηση µε γενετικούς αλγορίθµους µπορεί να υλοποιηθεί

σε παράλληλα συστήµατα, µιας και η δοµή τους το επιτρέπει και ο χρόνος αντιστρο-

ϕής να µειωθεί σηµαντικά.
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