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Τα προτεινόµενα ϑέµατα εντάσσονται σε διαφορετικές περιοχές των Μαθηµατικών. Η Εξεταστική Επιτροπή
ϑα επιθυµούσε να ασχοληθείτε µε ϑέµατα που ανήκουν σε περισσότερες της µιας περιοχής.



ΑΛΓΕΒΡΑ - ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ

΄Ασκηση 1. ∆ίνεται η οµάδα G = S 4 και η υποοµάδα
H = {ι, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243)}.

Να ϐρείτε τα σύµπλοκα (12)H, (34)H, και (1234)H.

΄Ασκηση 2.

(1) Να ϐρείτε όλους τους γεννήτορες της Z16.
(2) Πόσους γεννήτορες έχει η οµάδα Z1000;
(3) Να ϐρείτε όλους τους γεννήτορες της υποοµάδας < 375 > της Z1000.

΄Ασκηση 3. ∆ίνεται οµάδα G τάξης 210 και κανονική υποοµάδα H που είναι ισόµορφη µε την S 3. Να
δείξετε ότι, για κάθε a ∈ G, αν a6 ∈ H τότε a ∈ H.

΄Ασκηση 4. Να ϐρείτε όλους τους ϑετικούς ακεραίους n µε την ιδιότητα ότι τα δύο τελευταία ψηφία του 3n+7
είναι 05.

΄Ασκηση 5. Να ϐρείτε το µέγιστο ϑετικό ακέραιο n µε την ιδιότητα ότι το 2n διαιρεί το 1312345 + 7.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω K ένα σώµα που περιέχει τουλάχιστον n στοιχεία, και f (x), g(x) δύο πολυώνυµα ϐαθ-
µού n − 1 µε συντελεστές στο K. Αν, για κάθε a ∈ K, τα στοιχεία f (a) και g(a) του K ισούνται, να δείξετε ότι
τα πολυώνυµα f (x) και g(x) ισούνται.
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ΑΝΑΛΥΣΗ

΄Ασκηση 1.

(1) ΄Εστω an µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών τέτοια ώστε an → 0. ∆είξτε ότι υπάρχει υπακολουθία

akn τέτοια ώστε η σειρά
∞∑

n=1

akn συγκλίνει.

(2) Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση και την απόλυτη σύγκλιση τη σειρά
∞∑

n=2

(−1)n 1
np(ln n)q ,

όπου p, q > 0.
(3) ΄Εστω an µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Εξετάστε αν είναι αληθείς οι παρακάτω συνεπαγω-

γές.

(α΄) Αν οι σειρές
∞∑

n=1

a2n και
∞∑

n=1

a2n+1 συγκλίνουν, τότε η σειρά
∞∑

n=1

an συγκλίνει.

(ϐ΄) Αν η σειρά
∞∑

n=1

an συγκλίνει, τότε οι σειρές
∞∑

n=1

a2n και
∞∑

n=1

a2n+1 συγκλίνουν.

΄Ασκηση 2.

(1) Υπάρχει ακολουθία συνεχών συναρτήσεων fn : [0, 1]→ R τέτοια ώστε

lim
n

fn(x) = 0, για κάθε x, και
∫ 1

0
fn → ∞;

(2) ΄Εστω f : R→ R οµοιόµορφα συνεχής. Θέτουµε fn(x) = f
(
x +

1
n

)
, x ∈ R, n ∈ N. ∆είξτε ότι fn → f

οµοιόµορφα. Ισχύει το ίδιο χωρίς την υπόθεση της οµοιόµορφης συνέχειας ;
(3) Εξετάστε ως προς την οµοιόµορφη συνέχεια τις συναρτήσεις f : [0,∞) → R, µε f (x) = sin xp, και

g : R→ R, µε g(x) = | sin x|p, όπου p > 0.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω ότι η f : R → R αναπτύσσεται σε δυναµοσειρά µε κέντρο το 0 και άπειρη ακτίνα
σύγκλισης. Υποθέτουµε ότι f (1/n) = 0 για κάθε n ∈ N. ∆είξτε ότι η f είναι η µηδενική συνάρτηση.

΄Ασκηση 4. Αν A, B ⊂ R τότε ϑέτουµε
A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}.

(1) ∆είξτε ότι αν το A ⊂ R είναι αυθαίρετο και το G ⊂ R είναι ανοιχτό, τότε το A + G είναι ανοιχτό.
(2) ∆είξτε ότι αν τα A, B ⊂ R είναι συµπαγή, τότε το A + B είναι συµπαγές.
(3) Είναι αλήθεια ότι αν τα A, B ⊂ R είναι κλειστά, τότε το A + B είναι κλειστό ;

΄Ασκηση 5. ΄Εστω A ⊂ R κλειστό και f : A → R συνεχής. ∆είξτε ότι υπάρχει g : R → R συνεχής τέτοια
ώστε f (x) = g(x) για κάθε x ∈ A.

΄Ασκηση 6. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ ∞

0

sin x
xp dx, όπου p > 0.
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ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ

΄Ασκηση 1. Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών


y′(t) = f (t, y), a ≤ t ≤ b,
y(a) = y0,

για την επίλυση του οποίου χρησιµοποιούµε µια µέθοδο RK q−σταδίων
A τ

b
όπου A = (ai j) ∈ Rq,q, b = (b1, . . . , bq) ∈ Rq, τ = (τ1, . . . , τq) ∈ Rq

(1) ∆ώστε τον ορισµό της τάξης ακρίβειας και της συνέπειας της µεθόδου.
(2) ΄Εστω ζn,i, ζn,i = y(tn) + h

∑q
j=1 ai j f (tn, j, ζn,i). ∆είξτε ότι, για µια σταθερά C ανεξάρτητη του h,

max
n,i
|y(tn,i) − ζn,i| ≤ Ch,

max
n,i
|y(tn,i) − ζn,i| ≤ Ch2 ⇐⇒

q∑

j=1

ai j = τi, i = 1, . . . , q.

(3) ∆είξτε οτι η µέθοδος RK είναι συνεπής εαν και µόνο εαν ∑q
i=1 bi = 1.

΄Ασκηση 2. Θεωρήστε το παρακάτω πρόβληµα αρχικών τιµών


y′(t) = λy, t ≥ 0, λ ∈ C,Reλ < 0,
y(0) = 1,

για την επίλυση του οποίου χρησιµοποιούµε την παρακάτω µέθοδο RK:
1
4

1
4 − µ 1

2 − µ
1
4 + µ 1

4
1
2 + µ

1
2

1
2

όπου µ ∈ R µία παράµετρος.
(1) Υπολογίστε την συνάρτηση r(z).
(2) ∆ώστε µια έκφραση για το τοπικό σφάλµα δn.
(3) ∆είξτε οτι η µέθοδος είναι τάξεως τουλάχιστον 2.
(4) Προσδιορίστε το µ έτσι ώστε η µέθοδος να έχει τάξη ακρίβειας 4.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω u ∈ Rn µη-µηδενικό. Θεωρούµε τον πίνακα P ∈ Rn,n

P = I − 2
uuT

uT u
.

(1) Για δοσµένο x ∈ Rn µη-µηδενικό κατασκευάστε u τέτοιο ώστε Px είναι πολλαπλάσιο του e1 =

(1, 0, . . . , 0). Ποια είναι η τιµή του Px σε αυτή τη περίπτωση ;
(2) ∆είξτε ότι det(I + xyT ) = 1 + xT y, x, y ∈ Rn. (Υπόδειξη : χρησιµοποιήστε κατάλληλο πίνακα P)

΄Ασκηση 4. ∆είξτε οτι υπάρχουν ϐάρη w1, w2, w3 τέτοια ώστε ο τύπος ολοκλήρωσης
Q( f ) := w1 f (0) + w2 f ′(0) + w3 f (1),

f ∈ C1[0, 1] να ολοκληρώνει ακριβώς στο [0, 1] πολυώνυµα µέχρι και δευτέρου ϐαθµού ακριβώς. ΄Εστω

R( f ) :=
∫ 1

0
f (x) dx − Q( f ).

Προσδιορίστε µια σταθερά c τέτοια ώστε
∀ f ∈ C3([0, 1]), ∃ ξ ∈ [0, 1] R( f ) = c f (3)(ξ)

΄Ασκηση 5. ΄Εστω f ∈ Cn+1[a, b], x0, . . . , xn ∈ [a, b] ανά δύο διάφορα µεταξύ τους σηµεία, και p ∈ Pn το
πολυώνυµο παρεµβολής της f στα σηµεία x0, . . . , xn.

(1) ∆ώστε µια έκφραση για την διαφορά f (x) − p(x).
(2) ΄Εστω Li(x), i = 0, . . . , n τα πολυώνυµα παρεµβολής Lagrange της f στα x0, . . . , xn. Χωρίς να χρησι-

µοποιήσετε τον τύπο του Li(x) δείξτε ότι ∑n
i=0 Li(x) = 1.
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(3) ΄Εστω p1(x) το γραµµικό πολυώνυµο παρεµβολής της f στα σηµεία (x`, f (x`)), (xr, f (xr)), x` < xr.
∆είξτε ότι

max
x`≤x≤xr

| f (x) − p1(x)| ≤ K
8

(x` − xr)2 K = max
x`≤ξ≤xr

| f ′′(ξ)|
(4) Για να προσεγγίσουµε το log x στο διάστηµα [1, 2] χωρίζουµε το διάστηµα σε N ίσα υποδιαστήµατα

[x j, x j+1], j = 1, . . . ,N. Σε κάθε υποδιάστηµα [x j, x j+1] προσεγγίζουµε το log x µε το γραµµικό
πολυώνυµο παρεµβολής στα σηµεία x j, x j+1. Ποιο πρέπει να είναι το N έτσι ώστε το µέγιστο σφάλµα
σε όλο το διάστηµα [1, 2] να µην ξεπερνά το 10−4 ;
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∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

΄Ασκηση 1. Εστω f : [ 0, ∞ ) → R διαφορίσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε f (0) = 1 και
t f (t) < f ′(t) < 2t f (t), t > 0.

Αποδείξτε πως ισχύει
e

t2
2 < f (t) < et2

, t > 0.

΄Ασκηση 2. Αποδείξτε πως δεν υπάρχει οµαλή συνάρτηση f : [ 0, ∞ ) → R τέτοια ώστε f (0) = 0 και
f ′(t) = 2 + sin t + f 2(t), t > 0.

΄Ασκηση 3. Αποδείξτε πως η µηδενική λύση του συστήµατος

x′ = −x + y +
x
2

(2x2 + y2)

y′ = −2x − y +
y
2

(2x2 + y2)

είναι ασυµπτωτικά ευσταθής λύση.

΄Ασκηση 4. Εστω f : R → R δοθείσα διαφορίσιµη συνάρτηση. Να λυθεί το πρόβληµα Αρχικών Τιµών
ut(x, t) + (x + t) ux(x, t) = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = f (x), x ∈ R.
΄Ασκηση 5. Να λυθεί το πρόβληµα Συνοριακών Τιµών

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0, x2 + y2 < 1, y > 0,
u(x, 0) = 0, −1 ≤ x ≤ 1,

u(cos θ, sin θ) = sin3 θ, 0 ≤ θ ≤ π.

΄Ασκηση 6. Αποδείξτε το µονοσήµαντο των οµαλών λύσεων του προβλήµατος Αρχικών-Συνοριακών Τιµών

ut = uxx, 0 < x < π, t > 0,
u(0, t) = 0, t > 0,
ux(π, t) + u(π, t) = 0, t > 0,
u(x, 0) = φ(x), 0 < x < π.
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ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ - ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ

΄Ασκηση 1. ΄Εστω X,Y δυο ανεξάρτητες, ϑετικές, ακέραιες τυχαίες µεταβλητές τέτοιες ώστε

P[X = k] = P[Y = k] =
1
2k ,

για κάθε k ∈ N. Υπολογίστε τις πιθανότητες
P[min{X,Y} ≤ n], και P[X = Y].

΄Ασκηση 2. ΄Ενας πραγµατικός αριθµός X επιλέγεται τυχαία από το διάστηµα (0, 1). Στη συνέχεια ένας
δεύτερος αριθµός Y επιλέγεται τυχαία από το διάστηµα (X, 1). Βρείτε τη συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας
µεταβλητής Y.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω ότι η διακριτή 2-διάστατη τυχαία µεταβλητή (X,Y) έχει συνάρτηση πιθανότητας

fX,Y (i, j) =
c

n(n + 1)
,

j = 1, 2, . . . , n
i = 1, 2, . . . , j

όπου n ∈ N, c > 0 σταθερές. Βρείτε την c και υπολογίστε τις δεσµευµένες µέσες τιµές
E[X | j], E[Y | i],

για 1 ≤ i, j ≤ n.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω ότι οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν την κατανοµή
Poisson µε παραµέτρους θ και λ αντίστοιχα. ∆είξτε ότι η δεσµευµένη κατανοµή της X δεδοµένου ότι
X + Y = n ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους

(
n,

θ

θ + λ

)
.

΄Ασκηση 5. ΄Ενας ασφαλιστικός οργανισµός ασφαλίζει τα αυτοκίνητα µιας εταιρείας µεταφορών. Τα τελευ-
ταία n χρόνια ένας «τυπικός» οδηγός της εταιρείας είχε a1, a2, . . . , an ατυχήµατα το χρόνο. Οι αναλογιστές του
οργανισµού έχουν εκτιµήσει ότι σε περίπτωση ατυχήµατος, η συνολική Ϲηµιά του αυτοκινήτου είναι c0X ευ-
ϱώ, όπου c0 είναι µια σταθερά, και η X µια τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας fX(x) = e−x, x > 0.
Περιγράψτε µια ορθολογική και πιθανοθεωρητικά αποδεκτή µέθοδο εκτίµησης του ετήσιου ασφάλιστρου.
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