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                                  ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Οι μέθοδοι του Galerkin  χρησιμοποιούνται πλέον σε πολλούς τομείς των 
μαθηματικών,εδώ θα μελετήσουμε τη διακριτοποίηση προβλημάτων αρχικών 
τιμών.Οι μέθοδοι χωρίζονται σε δύο κατηγορίες, την ασυνεχή και την συνεχή 
μέθοδο.Εδώ θα αναλύσουμε ξεχωριστά και τις δύο μεθόδους . Οι μέθοδοι του 
Galerkin είναι μονοβηματικής φύσης και δίνουν προσεγγίσεις της λύσης σε όλο το 
διάστημα στο οποίο αυτή ορίζεται, σε αντίθεση με άλλες μεθόδους,όπως αυτές των 
Runge-Kutta και τις πολυβηματικές μεθόδους , οι οποίες δίνουν προσεγγίσεις στους 
κόμβους ενός διαμερισμού.Επιπλέον ένα σημαντικό πλεονέκτημα των μεθόδων του 
Galerkin είναι ότι μπορούμε να μελετήσουμε τις ιδιότητες τους χρησιμοποιώντας 
τεχνικές που εφαρμόζονται σε μεθόδους πεπερασμένων στοιχείων.Αρκεί να γίνει 
κατάλληλη τροποποίηση και επέκταση των τεχνικών αυτών  οπότε η μελέτη της 
μεθόδου γίνεται ευκολότερη και πιο συστηματική.Γι’αυτό το λόγο οι συγκεκριμένοι 
μέθοδοι ειναι τόσο διαδεδομένοι και εύχρηστοι καθώς ακόμα και όταν 
εφαρμόζονται σε δύσκολα προβλήματα διευκολύνουν την ανάλυση και την μελέτη 
της μεθόδου.                                                                                                                                 
Στα κεφάλαια που ακολουθούν θα αναλύσουμε τις μεθόδους του Galerkin και θα 
εκτιμήσουμε το σφάλμα στο κεφάλαιο ένα ,θα αποδείξουμε  συνέπεια της μεθόδου 
στο κεφάλαιο δύο,στο κεφάλαιο τρία αποδεικνύουμε ευστάθεια και τέλος στο 
κεφάλαιο τέσσερα και πέντε θα αποδείξουμε σύγκλιση της μεθόδου και την ύπαρξη 
των προσεγγιστικών λύσεων που μας δίνει η μέθοδος. 

 

  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ   1 

Η ΑΣΥΝΕΧΗΣ ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ GALERKIN  

1.1  ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΑ 
 

Θα περιγράψουμε τις μεθόδους του Galerkin για προβλήματα αρχικών τιμών της 
μορφής  

൜   ݕᇱ = ,ݐ)݂ ݐ   ,(ݕ ∈ [ܽ, ܾ],
(ܽ)ݕ = ݕ   ,

� 

όπου ݂: [ܽ, ܾ] × ℝ → ℝ  δεδομένη ομαλή συνάρτηση , ݕ ∈ ℝ  και ݕ ∶ [ܽ, ܾ] → ℝ η 
ζητούμενη λύση. 

 

 Έστω ߋ ∈ ℕ , ℎ ≔ (ܾ − ܽ)/ܰ  και ݐ ≔ ܽ + ݊ℎ , ݊ = 0, … , ܰ ο ομοιόρφος 
διαμερισμός του διαστήματος [ܽ, ܾ] με βήμα ℎ. Θέτουμε ߇ ≔ ݐ) , , [ାଵݐ ݊ =
0, … , ܰ − 1 και περιοριζόμαστε στην περίπτωση ομοιόρφου διαμερισμού , αφού 
μπορεί να γενικευτεί και στην περίπτωση του μη ομοιόμορφου, λόγω της 
μονοβηματικής φύσεως της μεθόδου.   

 

Ψάχνουμε προσέγγιση Υ της λύσης ݕ  του Π.Α.Τ. 

 Ζητείται  Υ ∈ ܵ   όπου με   ܵ  συμβολίζουμε το σύνολο των συναρτήσεων με πεδίο 
ορισμού το [ܽ, ܾ] , οι οποίες είναι πολυώνυμα βαθμού το πολύ ݍ − 1  σε κάθε 
υποδιάστημα ߇ = ݐ) ,  . [ାଵݐ

Δηλαδή 

          ܵ = :ݑ } [ܽ, ܾ] → ℝ / (ݑ|௶ (ݐ)( = ∑ ܽݐିଵ
ୀ  , ܽ ∈ ℝ }  . 

 

H προσέγγιση Υ πρέπει να ικανοποιεί τα εξής:  

           ܻ(ܽ) =                   καιݕ

 (G.1)    ∫ ܻᇱ(ݐ)߯(ݐ)݀ݐ + ௶
(ܻା − ܻ)߯ା = ∫ ݂൫ݐ, ூݐ݀(ݐ)൯߯(ݐ)ܻ

     ∀߯ ∈ ℙିଵ(ܫ) ,   

  για  ݊ =  0,1, … , ܰ .  



Τα στοιχεία του ܵ  μπορεί να είναι ασυνεχή στα σημεία    ݐ,…,ݐேିଵ γι’αυτο 
συμβολίζουμε  ݒା=lim௧→௧ ݒ για  (ݐ)ݒ= ݒ    και   (ݐ)ݒ ∈ ܵ  . 

 

Θα εξηγήσουμε πως καταλήγουμε στον παραπάνω τύπο : 

Εστω οτι η προσέγγιση Υ∈ ℙିଵ(ܫ) ικανοποιεί το Π.Α.Τ δηλαδή  

(ݐ)′ܻ            = ,ݐ)݂   ισοδύναμα    ((ݐ)ܻ

         ∫ ܻᇱ(ݐ)߯(ݐ)݀ݐ௶
=∫ ݂൫ݐ, ௶∀    ݐ݀(ݐ)൯߯(ݐ)ܻ

߯ ∈  ℙିଵ(ܫ). 

Ολοκληρώνουμε το αριστερό μέρος κατα μέλη και έχουμε  

         ∫ ܻᇱ(ݐ)߯(ݐ)݀ݐ = − ∫ ݐ݀(ݐ)ᇱ߯(ݐ)ܻ +௶௶
 ܻାଵ߯ାଵ – ܻା߯ା .   

 Έχοντας υποθέσει οτι έχουμε ηδη προσδιορίσει την Υ στο [ܽ,  ] , αντικαθιστούμεݐ
την τιμή  ܻାμε την προσέγγιση ܻ και έχουμε     

    − ∫ ௶(ݐ)ᇱ߯(ݐ)ܻ
+ܻାଵ߯ାଵ −ܻ߯ା  = ∫ ݂൫ݐ, ௶ݐ݀(ݐ)൯߯(ݐ)ܻ

= 

            ∫ ܻᇱ(ݐ)߯(ݐ)݀ݐ ௶
– ܻାଵ߯ାଵ + ܻା߯ା+ܻାଵ߯ାଵ – ܻ߯ା  

η οποία οδηγεί στην (G.1). 

 

 

Παράδειγμα  

Θεωρούμε την απλούστερη περίπτωση της ασυνεχούς μεθόδου του Galerkin , όταν 
η προσέγγιση γίνεται με κατά τμήματα σταθερές συναρτήσεις , δηλαδή για ݍ = 1. 
Σ’αυτή την περίπτωση η προσέγγιση  ܻ  λαμβάνει την ίδια τιμή σε κάθε σημείο του 
  , συνεπώς ισχύειܫ

(ݐ)ܻ = ܻାଵ , ݐ ∈  . ܫ

Επίσης ,προφανώς, ܻା = ܻାଵ . 

Αρα η μέθοδος γράφεται στην μορφή           

          (ܻାଵ − ܻ)߯ାଵ = ∫ ,ݐ)݂ ܻାଵ)߯(ݐ)݀ݐ   ∀߯ ∈ ℙ(ܫ)ூ
 , 

και επομένως, αφού οι συναρτήσεις ߯ είναι κατά τμήματα σταθερές, 

              ܻାଵ − ܻ = ∫ ,ݐ)݂ ܻାଵ)݀ݐ ,       ݊ = 0, … , ܰ − 1 .ூ
  



 

 

Στην περίπτωση γραμμικής διαφορικής εξίσωσης ݕᇱ(ݐ) = (ݐ)ݕ(ݐ)ܽ +  η ,(ݐ)݂
παραπάνω σχέση γράφεται ως εξής : 

              ܻାଵ − ܻ = න ାଵܻ ݐ݀(ݐ)ܽ + න ݊    , ݐ݀(ݐ)݂ = 0, … , ܰ − 1
ூூ

.                   

 

1.2  ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ 
 

Για την εκτίμηση του σφάλματος ݁ = ݕ −     τηςݕ  θα εισάγουμε μια προβολή ߓ
ακριβούς λύσης ݕ  στο ܵ διότι η ݕ δεν ανήκει σ΄αυτο. Ετσι θέτοντας ρ= ݕ −       καιݕ
θ= ݕ −Υ το σφάλμα γράφεται στην μορφή ݁ = ߩ +  . ߠ

Στον ορισμό της προβολή ݕ ∈ ܵ   επιβάλουμε τις ακόλουθες ιδιότητες: 

ݕ   = (ܽ)ݕ =  , ݕ

ାଵݕ   =    ,ାଵݕ

 ∫ ݕ) − ݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ)(   ݕ = 0 ௶
ݑ ∀   ∈ ℙିଶ(ܫ) ,  ݊ = 0, … , ܰ − 1 . 

Θα αποδείξουμε την ύπαρξη και μοναδικότητα της ݕ : 

Με  βάση τις παραπάνω ιδιότητες θα δείξουμε οτι η ݕ είναι καλώς ορισμένη στο ܫ . 
Θέτω                                                               

(ݐ)ݕ                                       = ାଵݕ + ∑ ܽ(ݐ − ାଵ) ିଵݐ
ୀଵ ݐ ,  ∈  .  ܫ

Έτσι ,   

ାଵݕ                                 = = (ାଵݐ)ݕ ାଵݕ + ∑ ܽ
ିଵ
ୀଵ ାଵݐ) − =  (ାଵݐ  .ାଵݕ

 Απο τις  σχέσεις   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ (ݐ)ݕ   = ାଵݕ  +   ܽ(ݐ −  ାଵ)ݐ

ିଵ

ୀଵ

 න ݕ) − ݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ)(   ݕ = 0 
௶

  , :ݑ = ݐ) − , ାଵ)ିଵݐ ݅ = 1, … , ݍ − 1

�                                                                

 προκύπτει ενα σύστημα ݍ − 1 έξισώσεων με αγνώστους τα ܽଵ,..., ܽିଵ  οπότε για να 
έχει μοναδίκη λύση αρκεί το ομογενές να έχει μόνο την τετριμμένη.  



 

Επιλέγω ݕାଵ =0 και έχω  

= (t)ݕ   ∑ ܽ(ݐ − ାଵ)ݐ  ିଵ
ୀଵ = (ݐ)ݑ ,  (ݐ)ݑ(ାଵݐ−ݐ) = ∑ ܽ(ݐ − ାଵ)ିଵ ିଵݐ

ୀଵ     

 όπου  ݑ ∈ ℙିଶ(ܫ)  και ݐ ∈ ߇ . 

Αρα  

                  ∫ ݐ) − ݐଶ݀[(ݐ)ݑ](ݐ)(ାଵݐ = 0 ௶
  

συνεπώς          ݑ = 0      δηλαδή      ܽଵ,..., ܽିଵ = 0 .  

 Δηλαδη απoδείξαμε οτι υπάρχει ακριβώς ενα στοιχείο του ܵ με τις επιθυμητές 
ιδιότητες. 

 

Για την εκτίμηση του ߩ = ݕ −  :  θα διακρίνουμε 2 περιπτώσειςݕ

 Για ݍ = 1 ,δηλαδή για κατά τμήματα σταθερά πολυώνυμα ισχύει : 

(ݐ)ݕ        = ݕ  ାଵ    ∀ݐ ∈ I୬  

 οπότε έχουμε :    

(ݐ)ߩ          = (ݐ)ݕ − ାଵݕ  = (ݐ)ݕ − (ାଵݐ)ݕ  = − ∫ ௧శభݏ݀(ݏ)΄ݕ

௧               

        απο Cauchy-Schwarz  

ଶ|(ݐ)ߩ|                            ≤ (∫ ௧శభݏ݀|(ݏ)΄ݕ|

௧ ାଵݐ) ≥ 2( − ∫ (ݐ ଶ௧శభ|(ݏ)ᇱݕ|

௧  ݏ݀

        δηλαδή,       

ଶ ≤  ℎ|(ݐ)ߩ|௧∈ூݑݏ                                    ∫ ଶ௧శభ|(ݏ)ᇱݕ|

௧    . ݏ݀

Άρα τελικά έχουμε 

|(ݐ)ߩ|௧∈ூݑݏ                                      ≤ ℎݑݏ௧∈ூ|ݕᇱ(ݐ)|. 

 

 

 

 



 

 Για q≥ 2 , δηλαδή στην γενική περίπτωση, θα εφαρμόσουμε το παρακάτω 
λήμμα για την εκτίμηση του σφάλματος ρ . 

  Λήμμα : Έστω ߇ = ݐ) , , ାଵ] ένα φραγμένο διάστημα μήκους ℎݐ ݍ ∈ ℕ , ݕ ∈
ݐ]ܥ , ݕ ାଵ] καιݐ ∈ ℙିଵ(ܫ) η προβολή όπως την ορίσαμε παραπάνω.Τότε 
υπάρχει μία σταθερα C τέτοια ώστε για το σφάλμα ρ  να ισχύει  

௧∈ூݑݏ                                   
ଶ|(ݐ)ߩ| ≤ ℎଶିଵܥ ∫ หݕ()(ݏ)หଶ

௧శభݏ݀

௧     ή ισοδύναμα 

௧∈ூݑݏ                                   
|(ݐ)ߩ| ≤   ห(ݐ)()ݕ௧∈ூหݑݏℎܥ√

  Απόδειξη λήμματος : 

   Θεωρούμε την γραμμική απεικόνιση ݕ →    η οποία αφήνει τα στοιχεία τουݕ
ℙିଵ(ܫ) αναλλοίωτα,αφού η ݕ είναι καλώς ορισμένη , και είναι 
ευσταθής.Θεωρούμε μια συνάρτηση ݑ ∈ ݑ και  ζητείται [0,1]ܥ ∈ ℙିଵ  τέτοια ώστε 

                                                 ቊ
(1)ݑ = (1)ݑ

∫ ݑ) − ଵ(ݐ)ොݑ(ݐ)(ݑ
 ݐ݀ = ොݑ∀  0 ∈ ℙିଶ

�  

και θα αποδείξουμε ότι η γραμμική απεικόνιση ݑ → ݑ  είναι ευσταθής ,δηλαδή ότι 
υπάρχει σταθερά c,που εξαρτάται απ’το q αλλά είναι ανεξάρτητη της ݑ ,τέτοια ώστε  

|(ݐ)ݑ|ஸ௧ஸଵݔܽ݉                                       ≤  . |(ݐ)ݑ|ஸ௧ஸଵݔܽ݉ ܿ

Υποθέτουμε ότι (1)ݑ = 0 οπότε και ݑ(1) = 0 .Έχουμε ορίσει ݑ ∈ ℙିଵ οπότε 
μπορούμε να την γράψουμε στην μορφή : ݑ(ݐ) = (1 − ොݑ με  (ݐ)ොݑ(ݐ ∈ ℙିଶ .Τώρα 
έχουμε  

න ݐଶ݀|(ݐ)ݑ| = න (1 − ݐଶ݀|(ݐ)ොݑ|ଶ(ݐ ≤ න (1 − ଶ|(ݐ)ොݑ|(ݐ
ଵ



ଵ



ଵ


ݐ݀ = න ݐ݀(ݐ)ොݑ(ݐ)ݑ

ଵ


. 

Όμως απο τον ορισμό της  ݑ ξέρουμε ότι   ∫ ݑ) − ଵ(ݐ)ොݑ(ݐ)(ݑ
 ݐ݀ = 0 , δηλαδή ότι στο 

διάστημα [0,1] έχουμε ορθογωνιότητα , οπότε ισχύει  

න ݐ݀(ݐ)ොݑ(ݐ)ݑ
ଵ


= න ݐ݀(ݐ)ොݑ(ݐ)ݑ

ଵ


 

Επομένως  ισχύει  

                                          ∫ ݐଶ݀|(ݐ)ݑ| ≤ଵ
 ∫ ଵݐ݀(ݐ)ොݑ(ݐ)ݑ

           

 



 

 και συνεπώς έχουμε    

                         ∫ ݐଶ݀|(ݐ)ݑ| ≤ଵ
 |(ݐ)ݑ|ஸ௧ஸଵݔܽ݉ ∫ ଵݐ݀(ݐ)ොݑ

  . 

 

Παρατηρούμε ότι το αριστερό μέλος είναι το τετράγωνο μιας νόρμας της ݑ  όπως και 
ο δεύτερος παράγοντας του γινομένου στο δεξιό μέλος .Όμως γνωρίζουμε ότι όλες 
οι νόρμες σε χώρο πεπερασμένης διάστασης είναι ισοδύναμες αρα καταλήγουμε 
στην εξής σχέση 

|(ݐ)ݑ|ஸ௧ஸଵݔܽ݉                       ≤  .∗ܿ με κατάλληλη σταθερά   |(ݐ)ݑ|ஸ௧ஸଵݔܽ݉∗ܿ

 

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται η ευστάθεια για γενικό διάστημα ߇ ,δηλαδή για 
συναρτήσεις ݕ ∈ ,ݐ]ܥ    ାଵ]  ισχύει η εκτίμησηݐ

              (Ρ.1)            ݉ܽݔ௧ஸ௧ஸ௧శభ|ݕ(ݐ)| ≤     .       |(ݐ)ݕ|௧ஸ௧ஸ௧శభݔܽ݉ ܿ

Έστω λοιπόν ݕ  μια συνάρτηση όπως στην εκφώνηση του λήμματος.Θεωρούμε το 
ିଵߩ ∈ ℙିଵ(ܫ) να είναι το πολυώνυμο Taylor της ݕ ως προς το σημείο ݐାଵ οπότε 
ισχύει ότι ߩିଵ =   ିଵ και σύμφωνα με την  (Ρ.1) ισχύειߩ

ݕ௧ஸ௧ஸ௧శభห൫ݔܽ݉                  − ห(ݐ)ିଵ൯ߩ  ≤ ݕ௧ஸ௧ஸ௧శభห൫ݔܽ݉   ܿ −  . ห(ݐ)ିଵ൯ߩ 

Τώρα, ݕ − ݕ = ൫ݕ − ିଵ൯ߩ − ൫ݕ −  ିଵ൯  οπότε χρησιμοποιώντας την τριγωνικήߩ 
ανισότητα λαμβάνουμε      |ݕ − |ݕ ≤ หݕ� − ିଵߩ

�ห + หݕ −  ⇒  ିଵหߩ 

ݕ)|௧ஸ௧ஸ௧శభݔܽ݉ − |(ݐ)(ݕ ≤ (1 + ݕ௧ஸ௧ஸ௧శభห൫ݔܽ݉   (ܿ  .      ห(ݐ)ିଵ൯ߩ −

Αρκεί επομένως να υπολογίσουμε την  διαφορά  ݕ −  ିଵ  μπορεί ναߩ ିଵ  όπου τοߩ 
αντικατασταθεί από οποιοδήποτε πολυώνυμο βαθμού το πολύ ݍ − 1 . 

Τώρα ,απο ανάπτυγμα Taylor , έχουμε  

 

(ݐ)ݕ = (ݐ)ିଵߩ +
1

ݍ) − 1)!
න ݐ) − ݐ∀  ݏ݀(ݏ)()ݕିଵ(ݏ ∈ ܫ

௧

௧శభ
⇒ 

(ݐ)ݕ௧ஸ௧ஸ௧శభหݔܽ݉ − ห(ݐ)ିଵߩ

≤
1

ݍ) − 1)! ௧ஸ௧ஸ௧శభݔܽ݉ න ݐ|� −   ݏห݀(ݏ)()ݕ�ିଵห|ݏ
௧శభ

௧
  



 

Όμως απο την ανισότητα των Cauchy-Schwarz ,έχουμε 

     ∫ ݐ|� − ௧శభ ≥ ݏห݀(ݏ)()ݕ�ିଵห|ݏ

௧  ቀ∫ ݐ|� − ௧శభݏ�ଶିଶ݀|ݏ

௧ ቁ
ଵ/ଶ

 ቀ∫ หݕ()(ݏ)หଶ
௧శభ ݏ݀

௧ ቁ
ଵ/ଶ

 

                                                          = ଵ
ඥଶିଵ

(ℎଶିଵ)ଵ/ଶ ቀ∫ หݕ()(ݏ)หଶ
௧శభ ݏ݀

௧ ቁ
ଵ/ଶ

  . 

Οπότε  

(ݐ)ݕ௧ஸ௧ஸ௧శభหݔܽ݉ − ห(ݐ)ିଵߩ ≤ ଵ
ඥଶିଵ

(ℎଶିଵ)ଵ/ଶ ቀ∫ หݕ()(ݏ)หଶ
௧శభ ݏ݀

௧ ቁ
ଵ/ଶ

    

και  έπεται το εξής : 

ݕ)|௧ஸ௧ஸ௧శభݔܽ݉ − |(ݐ)(ݕ ≤ (1 + ܿ)
1

ඥ2ݍ − 1
(ℎଶିଵ)ଵ/ଶ ቆන หݕ()(ݏ)หଶ

 ݏ݀
௧శభ

௧
ቇ

ଵ/ଶ

. 

Συνεπώς    

௧∈ூݑݏ                                       
ଶ|(ݐ)ߩ| ≤ ℎଶିଵܥ ∫ หݕ()(ݏ)หଶ

௧శభݏ݀

௧     .  
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ΣΥΝΕΠΕΙΑ ΤΗΣ ΑΣΥΝΕΧΟΥΣ  ΜΕΘΟΔΟΥ ΤΟΥ GALERKIN 
 

Θα μελετήσουμε την συνέπεια της μεθόδου για την  προβολή ݕ ∈ ܵ της ακριβούς 
λύσης ݕ του Π.Α.Τ. 

Εστω   E  ∈ ℙିଵ(߇) το σφάλμα συνέπειας της ασυνεχούς μεθόδου του Galerkin για 
την ݕ,   

  ∫ ݕ] ᇱ(ݐ) − ,ݐ)݂ ூ((ݐ)ݕ
ݐ݀(ݐ)߯[ + ାݕ)  − )߯ାݕ   = ∫ Ε(ݐ)߯(ݐ)݀ݐூ

 ,  

 ∀߯ ∈ ℙିଵ(ܫ)    (*) 

Θα εκτιμήσουμε το Ε(ݐ) με βάση τον παραπάνω τύπο. Κατ’αρχάς γνωρίζουμε απο 
τον ορισμό της ݕ ∈ ܵ  ότι    

                                          ∫ ݕ) − ݐ݀(ݐ)߯(ݐ)(ݕ = 0 ௶
 ∀߯ ∈ ℙିଶ(ܫ) .  

 Έστω ߯ ∈ ℙିଵ(ܫ) , τότε , 

        ∫ ᇱݕ) − ݕ ᇱ)(ݐ)߯(ݐ)݀ݐ ௶
 = 

    − ∫ ݕ) − ௶ݐ݀(ݐ)ᇱ߯(ݐ)(ݕ
ାଵݕ) +  − ାଵ)߯ାଵݕ ݕ)− − ା)߯ାݕ = 

                                          = ݕ)−  − = ା)߯ାݕ ݕ)− −  .ା) ߯ାݕ

Οπότε έχουμε  

           ∫ ݐ݀(ݐ)߯(ݐ)ᇱݕ =௶
 ∫ ݕ ᇱ(ݐ)߯(ݐ)݀ݐ + ାݕ)

௶
−  . (**)  ) ߯ାݕ

Απο τις (*) και (**) έχουμε  :   

                     ∫ Ε(ݐ)߯(ݐ)݀ݐூ
 = ∫ (ݐ)ᇱݕ] − ,ݐ)݂ ூ((ݐ)ݕ

߯∀   ݐ݀(ݐ)߯[ ∈ ℙିଵ(ܫ)  ⟹ 

                    ∫ Ε(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݔூ
=  ∫ ,ݐ)݂] ((ݐ)ݕ − ,ݐ)݂ ூ((ݐ)ݕ

  .  ݐ݀(ݐ)߯[

 Θέτω  ߯ =  : και έχω ߃

                  ∫ |Ε(ݐ)|ଶ݀ݐூ
=  ∫ ,ݐ)݂] ((ݐ)ݕ − ,ݐ)݂ ூ((ݐ)ݕ

    . ݐ݀(ݐ)ܧ[

 



 

 

Όμως ݂ Lipschitz και χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy – Schwarz και την 
αριθμητική - γεωμετρική ανισότητα, για το δεξιό μέλος τη ισότητας ,καταλήγουμε 
στο εξης : 

∫ ,ݐ)݂] ((ݐ)ݕ − ,ݐ)݂ ூ((ݐ)ݕ
≥   ݐ݀(ݐ)ܧ[ ∫ ܮ (ݐ)ݕ | ூ  ݐ݀|(ݐ)ܧ||(ݐ)ݕ −

 

                                                               ≤ ∫)  ܮ (ݐ)ݕ | ூ(ݐଶ݀|(ݐ)ݕ −

ଵ/ଶ (∫ ூ(ݐଶ݀|(ݐ)ܧ|

ଵ/ଶ 

                                                              ≤ 
మ

ଶ
 ∫ (ݐ)ݕ | ூݐଶ݀|(ݐ)ݕ −

+  ଵ
ଶ 

 ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ܧ|
 .   

Συνεπώς έχουμε  

                   ∫ |Ε(ݐ)|ଶ݀ݐூ
≤  

మ

ଶ
 ∫ (ݐ)ݕ | − ூݐଶ݀|(ݐ)ݕ 

+  ଵ
ଶ 

 ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ܧ|
   ⟹ 

                  ∫ |Ε(ݐ)|ଶ݀ݐூ
 ≤ ଶܮ   ∫ (ݐ)ݕ | − ூݐଶ݀|(ݐ)ݕ 

  .   

Όμως απο το λήμμα που χρησιμοποιήσαμε για την απόδειξη του σφάλματος 
 έχουμε ότι ߩ

௧∈ூݑݏ
ଶ|(ݐ)߃| ≤ ℎଶିଵܥ න หݕ()(ݏ)หଶ

ݏ݀
௧శభ

௧
 

Από τις παραπάνω σχέσεις έπεται η επιθυμητή εκτίμηση συνέπειας  

                                       ∫ |Ε(ݐ)|ଶ݀ݐூ
 ≤ ℎଶܥ ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)()ݕ|

   . 
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3.1  ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ  
 

Έστω ܻ ∈  ܵ  η λύση του προβλήματος αρχικών τιμών με ܻ(ܽ) =  και Ζݕ ∈ ܵ  μια 
άλλη λύση του ίδιου προβλήματος με αρχική τιμή (ߙ)߄ =   . Και οι δύο λύσειςݖ
ικανοποιούν την ασυνεχή μέθοδο Galerkin δηλαδή έχουμε  : 

∫ ܻᇱ(ݐ)߯(ݐ)݀ݐ +௶
(ܻା − ܻ)߯ା = ∫ ݂൫ݐ, ௶ݐ݀(ݐ)൯߯(ݐ)ܻ

ݔ∀      ∈ ℙିଵ(ܫ)   

∫ ܼᇱ(ݐ)߯(ݐ)݀ݐ + (ܼା − ܼ)߯ା = ∫ ݂൫ݐ, ݔ∀    ݐ݀(ݐ)൯߯(ݐ)ܼ ∈ ℙିଵ(ܫ)ூூ
  , 

݊ = 0, … , ܰ − 1 

Αφαιρούμε τις 2 σχέσεις κατα μέλη και συμβολίζουμε με  ߞ την διαφορά ܻ −  ߄
οπότε λαμβάνουμε  :   

∫ ݐ݀(ݐ)߯(ݐ)ᇱߞ + ାߞ) − = )߯ାߞ  ∫ ൣ݂൫ݐ, ൯(ݐ)ܻ − ݂൫ݐ, ூூݐ݀(ݐ)൯൧߯(ݐ)ܼ
    (Ε.1) 

Θέτω ߯ =  :  οπότε η παραπάνω σχέση γίνεται ߞ2

න ቂ൫(ݐ)ߞ൯ଶቃ
ᇱ

ݐ݀ + ା|ଶߞ|2

ூ

− = ାߞߞ 2   න ൣ݂൫ݐ, ൯(ݐ)ܻ − ݂൫ݐ,  ݐ݀ߞ൯൧2(ݐ)ܼ
ூ

≤ 

            ≤ ܮ2 ∫ ଶ|(ݐ)ߞ|
ூ

 ⟹       (αφού ݂ Lipschitz)   ݐ݀

ାଵ|ଶߞ|            − ା|ଶߞ|  + ା|ଶߞ|2 − ≥ ାߞߞ 2  ܮ2 ∫ ଶ|(ݐ)ߞ|
ூ

 ⟹     ݐ݀

ାଵ|ଶߞ|           ≤ ା|ଶߞ| − + + ାߞߞ 2 ܮ2  ∫ ଶ|(ݐ)ߞ|
ூ

    .  ݐ݀

Όμως 2 ߞߞା ≤   ା|ଶߞ| + |ଶߞ|

 συνεπώς έχουμε 

ାଵ|ଶߞ|                         ≤ |ଶߞ|  + ܮ2  ∫ ଶ|(ݐ)ߞ|
ூ

 (Ε.2)  ݐ݀

Για να προχωρήσουμε στην απόδειξη της ευστάθειας θα αναφέρουμε κάποια 
βασικά πράγματα για τους τύπους ολοκλήρωσης του Radau . 

Άν [ܽ, ܾ] ένα διάστημα και ݍ ∈ ℕ , τότε υπάρχουν μονοσήμαντα ορισμένοι κόμβοι 
ܽ < ߬ଵ < ⋯ < ߬ = ܾ και βάρη ݓଵ, … ,   τέτοιοι ώστε ο τύπος αριθμητικήςݓ
ολοκλήρωσης ܳ  , 



ܳ(݂) =  ݂(߬)ݓ


ୀଵ

 ,  

 

να ολοκληρώνει πολυώνυμα βαθμού έως και 2ݍ − 2 ακριβώς, δηλαδή 

                                  ∫ ݐ݀(ݐ) = ܳ()  ∀ ∈ ℙଶିଶ .


   

Έιμαστε τώρα στη θέση να συνεχίσουμε την απόδειξη της ευστάθειας 
χρησιμοποιώντας το παρακάτω λήμμα : 

Λήμμα 

             Έστω 0< ߬ଵ < ⋯ < ߬ = 1 και ݓଵ, … ,                                                                                            οι κόμβοι και τα βάρη του τύπουݓ
ολοκλήρωσης Radau  στο διάστημα [0,1] , ߩ ∈ ℙିଵ ߩ ߡߙߢ ∈ ℙିଵ  το πολυώνυμο 

παρεμβολής της συνάρτησης ߮, (ݐ)߮ = ఘ(௧)
௧

ݐ    ∈ (0,1] , στους κόμβους ߬ଵ,..., ߬ . 
Τότε ισχύει 

 

                 න (ݐ)ᇱߩ
ଵ


ݐ݀(ݐ)ߩ + (0)ߩ(0)ߩ  =

1
2 |(1)ߩ|ଶ +  |߬ݓ

ିଵ



ୀଵ

 ଶ൩|(߬)ߩ

            ή   

න (ݐ)ᇱߩ
ଵ


ݐ݀(ݐ)ߩ + (0)ߩ(0)ߩ  ≥ ଶ|(1)ߩ|] 2\1 + න [ݐଶ݀|(ݐ)ߩ|

ଵ


 

  Απόδειξη λήμματος 

Εισάγουμε το πολυώνυμο अ ∈  ℙିଶ  με अ(ݐ) = [ఘ(௧)ିఘ()]
௧

 ⟹ 

(ݐ)ߩ = (0)ߩ +  .(ݐ)अݐ

Έτσι έχουμε   ߮(ݐ) = (ݐ)अ = ݐ/(ݐ)ߩ +   .  ݐ/(0)ߩ

Επιπλεον το ߩ γράφεται στην μορφή :  

ߩ =  अ + ∋ οπου Λ  ߉(0)ߩ  ℙିଵ είναι το πολυώνυμο παρεμβολής της συνάρτησης 
(ݐ)߉ , στα σημεία του Radau ݐ/1 = ݅  ݐ/1 = 1, … ,  .   ݍ

 

 

 



 

 

 

Αρχικά υπολογίζουμε το γινόμενο  

න (ݐ)ᇱߩ
ଵ


ݐ݀(ݐ)ߩ = න [अ(ݐ) + (ݐ)अ][(ݐ)अᇱݐ + [߉(0)ߩ

ଵ


                                        =  ݐ݀

= න |अ(ݐ)|ଶ݀ݐ
ଵ


+ න ݐ

ଵ


अᇱ(ݐ) अ(ݐ)݀ݐ

+ න](0)ߩ  ݐ݀(ݐ)߉(ݐ)अᇱݐ + න अ(ݐ)ݐ݀(ݐ)߉]          
ଵ



ଵ


 

    = න |अ(ݐ)|ଶ݀ݐ
ଵ


+

1
2 |अ(1)|ଶ − න

|अ(ݐ)|ଶ

2 ݐ݀
ଵ



+ න](0)ߩ ݐ݀(ݐ)߉(ݐ)अᇱݐ + න अ(ݐ)ݐ݀(ݐ)߉] 
ଵ



ଵ


 

=
1
2

න |अ(ݐ)|ଶ݀ݐ +
1
2

|अ(1)|ଶ + ](0)ߩ
ଵ


න ݐ݀(ݐ)߉(ݐ)अᇱݐ

ଵ



+ න अ(ݐ)ݐ݀(ݐ)߉] .                      
ଵ


 

Τώρα ,για ݏ ∈ ℙିଵ ,χρησιμοποιώντας την ακρίβεια του τύπου του Radau , έχουμε   

∫ ݐ݀(ݐ)߉(ݐ)ᇱݏݐ = ∫ ݐ݀(ݐ)ᇱݏ = (1)ݏ − ଵ (0)ݏ


ଵ
   οποτε στην παραπάνω σχέση έχουμε  

∫ ଵݐ݀(ݐ)߉(ݐ)अᇱݐ
 = अ(1) − अ(0)  και 

 ∫ ݐ݀(ݐ)߉(ݐ)ᇱ߉ݐ = 1 − ଵ(0)߉
   . 

 

 Επίσης αφου το πολυώνυμο अ߉ ολοκληρώνεται ακριβώς από τον τύπο Radau 
λαμβάνουμε τελικά  

න (ݐ)ᇱߩ
ଵ


ݐ݀(ݐ)ߩ

=
1
2

න |अ(ݐ)|ଶ݀ݐ +
1
2

|अ(1)|ଶ + ](0)ߩ
ଵ


अ(1) − अ(0)

+  अ(߬)߬ఐݓ
ିଵ]



ୀଵ

 



Όμως     अ(1) = (1)ߩ] −    , 1/[(0)ߩ

(0)ߩ(0)ߩ           = अ(0))(0)ߩ  + (߉(0)ߩ = अ(0)(0)ߩ  +    (0)߉ଶ(0)ߩ 

 

και  επιπλέον το ݑଶ είναι βαθμού έως  2ݍ − 2 δηλαδή ολοκληρώνεται ακριβώς 
απ’τον τύπο του Radau  οπότε έχουμε   

න (ݐ)ᇱߩ
ଵ


ݐ݀(ݐ)ߩ = 

1
2

(1)ߩ] − ଶ[(0)ߩ + (1)ݑ(0)ߩ − (0)ݑ(0)ߩ +  अ(߬)߬ఐݓ
ିଵ



ୀଵ

(0)ߩ +
1
2   ଶ(߬)ݑݓ



ୀଵ

 

  =  ଵ
ଶ

ଶ|(1)ߩ| + ଵ
ଶ

ଶ|(0)ߩ| − (0)ߩ(1)ߩ + (1)ߩ](0)ߩ  − [(0)ߩ −  (0)ݑ(0)ߩ

       + ଵ
ଶ

∑ ଶ (߬)ݑ]ݓ
ୀଵ + 2अ(߬)߬ఐ

ିଵ(0)ߩ]. 

 

 Οπότε τελικά λαμβάνουμε την εξής σχέση 

∫ ଵ(ݐ)ᇱߩ
 ݐ݀(ݐ)ߩ =

ଵ
ଶ

ଶ|(1)ߩ| + (0)߉] − ଵ
ଶ
ଶା(0)ߩ[ ଵ

ଶ
∑ [अ(߬)ଶݓ + 2अ(߬)߬ఐ

ିଵ(0)ߩ]
ୀଵ     (E.3)  

 

Για το πολυώνυμο παρεμβολής   γνωρίζουμε ότι 

                                     ∫ ݐ݀(ݐ)߉(ݐ)ᇱ߉ݐ = 1 − ଵ(0)߉
    ⇒ 

                              

(0)߉   = 1 − ∫ ଵݐ݀(ݐ)߉(ݐ)ᇱ߉ݐ
 = 1 − ∫ ௧൫௸మ൯΄(௧)

ଶ
ଵݐ݀

   

και ολοκληρώνοντας κατα μέλη έχουμε 

(0)߉ = 1 −
1
2

ଶ[(1)߉] +
1
2

න ݐଶ݀[(ݐ)߉]
ଵ


=

1
2 +

1
2

න ݐଶ݀[(ݐ)߉]
ଵ


 

Δηλαδή 

(0)߉                      − ଵ
ଶ

= ଵ
ଶ

∑ ߬ݓ
ିଶ

ୀଵ   ,αφού Λ είναι το πολυώνυμο παρεμβολής της 

 στα σημεία του Radau . Αντικαθιστώντας την παραπάνω σχέση στην (Ε.3) και ݐ/1
χρησιμοποιώντας την σχέση  



ଶ߬[(0)ߩ]
ିଶ + ଶ[(߬)ݑ] + ߬(߬)ݑ(0)ߩ2

ିଵ = |߬
ିଵߩ(߬)|ଶ  , 

 

 

η οποία έπεται απο την σχέση अ(߬) = [ఘ(ఛ)ିఘ()]
ఛ

 ⟹ (߬)ݑ + ଵି߬(0)ߩ =  ଵ  ανି߬(߬)ߩ

την υψώσουμε στο τετράγωνο , οδηγούμαστε στην ζητούμενη σχέση. Έχουμε 
δηλαδή  

                        ∫ ଵ(ݐ)ᇱߩ
 ݐ݀(ݐ)ߩ + (0)ߩ(0)ߩ  = ଶ|(1)ߩ|] 2\1 +  ∑ |߬ݓ

ିଵ
ୀଵ  [ଶ|(߬)ߩ

Επί πλέον ,        

 ∫ ଵ(ݐ)ᇱߩ
 ݐ݀(ݐ)ߩ + (0)ߩ(0)ߩ  ≥ ଵ

ଶ
ଶ|(1)ߩ|]  +  ∑ |ݓ

ୀଵ [ଶ|(߬)ߩ = ଵ
ଶ

ଶ|(1)ߩ|]  +

∫ ଵݐଶ݀|(ݐ)ߩ|
 . 

 

Για την συνέχεια της αποδειξης θα χρησιμοποιήσουμε το προηγούμενο λήμμα στο 
διάστημα [ݐ , ߩ ାଵ]  και  εχουμε το εξης  : Έστωݐ ∈ ℙିଵ  στο διάστημα [ݐ ,   [ାଵݐ
και έστω ߮(ݐ) = ାଵݐ) − ݐ)/(ݐ)ߩ(ݐ − ߩ ) καιݐ ∈ ℙିଵ  το πολυώνυμο 
παρεμβολής της συνάρτησης ߮ στα σημεία του Radau ݐ, , ݅ = 1, … ,   Tότε ισχύει .ݍ

න ݐ݀(ݐ)ߩ(ݐ)ᇱߩ + (ݐ)ߩ
௧శభ

௧
(ݐ)ߩ =

1
2

ଶ|(ାଵݐ)ߩ|] +�  ห߬ݓ
ିଵߩ(߬,)หଶ

]


ୀଵ

 

                                                                              ≥ ଵ
ଶ

ଶ|(ାଵݐ)ߩ|] +� ଵ
௧శభି௧ ∫ ௧శభݐଶ݀|(ݐ)ߩ|

௧ ]  

(Ε.4) 

Επιπλέον θα χρησιμοποιήσουμε τις παρακάτω σχέσεις για την ολοκλήρωση της 
απόδειξης . 

 

|अ(ݐ)|ଶ ≤ 
 ∫ |अ(ݐ)|ଶ

ூ
अ∀          ݐ݀ ∈ ℙିଵ(ܫ)                                 (Ε.5) 

ቀ∫ |अ(ݐ)|ଶ݀ݐ௶
ቁ

ଵ/ଶ
≤ ଵ

ఛభ
ቀ∫ अ|(ݐ)|ଶ݀ݐ௶

ቁ
ଵ/ଶ

        ∀अ ∈ ℙିଵ(ܫ)       (E.6) 

 

όπου ݑ  ∈ ℙିଵ(ܫ)  είναι το πολυώνυμο παρεμβολής της συνάρτησης              
 ℎݐ)/(ݐ)ݑ − ,,ଵݐ ) στα σημεία του Radauݐ … , ,ݐ  στο διάστημα  ܫ και επίσης 
0 < ߬ଵ < ⋯ < ߬ = 1 τα σημεία του Radau στο [0,1] . 



Στην σχέση   (Ε.1) θέτουμε ߯ = , ߞ ሚ , όπουߞ ,ߩ ሚ έχουν τις ίδιες ιδιότητες με ταߞ   πούߩ
ορίσαμε παραπάνω, και έχουμε  

 

න ݐ݀(ݐ)ሚߞ(ݐ)ᇱߞ + ሚାߞାߞ 

௶

= ሚାߞߞ + න ൣ݂൫ݐ, ൯(ݐ)ܻ − ݂൫ݐ, ݐ݀(ݐ)ሚߞ൯൧(ݐ)ܼ
ூ

. 

 

Όμως ∫ ݐ݀(ݐ)ሚߞ(ݐ)ᇱߞ + ሚାߞାߞ 
௶

 ≥  ଵ
ଶ

ାଵ|ଶߞ|] +� ଵ
 ∫ ௧శభݐଶ݀|(ݐ)ߞ|

௧ ]    απο   (Ε.4) και 

απο Lipschitz το δεξιό μέλος  γίνεται  

ሚାߞߞ  + ∫ ൣ݂൫ݐ, ൯(ݐ)ܻ − ݂൫ݐ, ூݐ݀(ݐ)ሚߞ൯൧(ݐ)ܼ
 ≤ ሚାߞߞ + ܮ ∫ หூ(ݐ)ሚߞห|(ݐ)ߞ|

    οπότε 

έχουμε    

ାଵ|ଶߞ|              + ଵ
 ∫ ௧శభݐଶ݀|(ݐ)ߞ|

௧ ≤ ሚାߞߞ2 + ܮ2 ∫ หூ(ݐ)ሚߞห|(ݐ)ߞ|
      ݐ݀ 

≤ ሚାߞߞ2 + ܮ2 ቀ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ߞ|
ቁ

ଵ/ଶ
ቀ∫ หߞሚ(ݐ)หଶ

ூ
ቁݐ݀

ଵ/ଶ
≤ ሚାߞߞ2 + ܮ2 ଵ

ఛభ
�∫ ଶ|(ݐ)ߞ|

ூ
�   ݐ݀

απο  (Ε.6) 

Τώρα 2ߞߞሚା  ≤ |ଶ+ ଵߞ|2ܿ
ଶ

หߞሚାหଶ  
   και απο την (Ε.5)  έχουμε  

ሚାߞߞ2 ≤ |ଶ+ ଵߞ|2ܿ
ଶ

 ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ߞ|
     αρα τελικά λαμβάνουμε      

ାଵ|ଶߞ|  + ଵ
 ∫ ௧శభݐଶ݀|(ݐ)ߞ|

௧ ≤ |ଶ+ ଵߞ|2ܿ
ଶ

 ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ߞ|
+ ܮ2 ଵ

ఛభ
�∫ ଶ|(ݐ)ߞ|

ூ
�  ⟹  ݐ݀

ାଵ|ଶߞ| + ቀ ଵ
ଶ

− ଶ
ఛభ

ቁ ∫ ଶ|(ݐ)ߞ|
ூ

ݐ݀ ≤ |ଶ⟹     ቀߞ|2ܿ ଵ
ଶ

− ଶ
ఛభ

ቁ ∫ ଶ|(ݐ)ߞ|
ூ

ݐ݀ ≤  . |ଶߞ|2ܿ

Θεωρούμε h αρκετά μικρό , ώστε   ଵ
ଶ

− ଶ
ఛభ

 ≥ ଵ
ସ

             οπότε λαμβάνουμε 

ܮ2 ∫ ଶ|(ݐ)ߞ|
ூ

ݐ݀ ≤ 16ܿℎߞ|ܮ|ଶ  .     Θέτω  ܿ̃ =   και   ܮ16ܿ

χρησιμοποιώντας την παραπάνω σχέση στην  (Ε.2)   λαμβάνουμε  

 

ାଵ|ଶߞ| ≤ |ଶߞ|  + ܮ2  ∫ ଶ|(ݐ)ߞ|
ூ

≥  ݐ݀ (1 +  ܿ̃ℎ)|ߞ|ଶ ≤ ݁̃|ߞ|ଶ   οπότε 

επαγωγικά συμπαιρένουμε ότι   : 

 

 



για n=0                         |ߞଵ|ଶ ≤ ݁̃|ߞ|ଶ     

για n=1                       |ߞଶ|ଶ ≤ ݁̃|ߞଵ|ଶ ≤ ݁ଶ̃|ߞ|ଶ 

...     

|ଶߞ|                                     ≤ ݁̃|ߞ|ଶ = ݁̃(௧ି)|ߞ|ଶ  . 

 

Επομένως έχουμε    ݉ܽݔஸஸே|ߞ| ≤ eୡ(ෙ ୠିఈ)/ଶ|ߞ|   

  ή ισοδύναμα 

(ݐ)ܻ|ஸஸேݔܽ݉                           − |(ݐ)ܼ ≤ eୡ(ෙ ୠିఈ)/ଶ|ܻ(ܽ) − ܼ(ܽ)|      . 

 

Επί  πλέον , μπορούμε να αποδείξουμε ευστάθεια σε όλο το διάστημα [α,b]. 

Κατ’αρχάς ισχυει η ακόλουθη εκτίμηση  :   ݑݏ௧∈ூ
ଶ|(ݐ)ߞ| ≤ 

 ∫ ூ ݐଶ݀|(ݐ)ߞ|
   διότι  : 

∫ ଶ|(ݐ)ߞ|
ூ

ݐ݀ = ାଵݐ) − (ݐ ∫ ଵݕଶ݀(ݕ)ሚߞ
    όπου ߞሚ(y) = ݐ)ߞ + ℎݕ) , ݕ ∈ [0,1]   και 

προφανώς  είναι πολυώνυμο ίδιου βαθμού με το ζ στο [0,1] . 

Όμως  

ାଵݐ) − (ݐ ∫ ଵݕଶ݀(ݕ)ሚߞ
 ≥ ห൯ଶ(ݕ)ሚߞஸ௬ஸଵหݔℎ൫݉ܽܥ

= ห൯ଶ|(ݐ)ߞ|௧ஸ௧ஸ௧శభหݔℎ൫݉ܽܥ
 . 

Συνδιάζοντας την παραπάνω σχέση με την  2ܮ ∫ ଶ|(ݐ)ߞ|
ூ

ݐ݀ ≤ 16ܿℎߞ|ܮ|ଶ  (απο την 

απόδειξη της ευστάθειας στο [ݐ ,   ାଵ]  )  λαμβάνουμεݐ

௧∈ூݑݏ                            
ଶ|(ݐ)ߞ| ≤ ̃

ଶ
|ଶߞ| = 8ܿଶ|ߞ|ଶ . 

 

Επομένως  όπως και στην απόδειξη της ευστάθειας στο διάστημα 
ݐ] ,  : ାଵ] καταλήγουμε στο εξήςݐ

|(ݐ)ߞ|ஸ௧ஸݑݏ                             ≤ 2√2ܿeୡ(ෙ ୠିఈ)/ଶ|ߞ|      ή ισοδύναμα 

(ݐ)ܻ|ஸ௧ஸݑݏ                             − |(ݐ)ܼ ≤ 2√2ܿeୡ(ෙ ୠିఈ)/ଶ|ܻ(ܽ) − ܼ(ܽ)|   . 

    



 

3.2  Β-ευστάθεια ασυνεχών μεθόδων Galerkin 
 

Για να αποδέιξουμε ότι η ασυνεχής μέθοδος του Galerkin είναι Β-ευσταθής αρκεί να 
δείξουμε ότι για οποιεσδήποτε λύσεις, που ικανοποιούν τον τύπο της μεθόδου και 
αντιστοιχούν στις αρχικές τιμές ݕ , ݖ  ,ισχύει  

ାଵݕ‖                                    − ‖ାଵݖ ≤ ݕ‖ −  . ‖ݖ

Σημειώνουμε ότι συμβολίζουμε με ‖∙‖ την ευκλείδια νόρμα. 

Στην προκειμένη περίπτωση έχουμε τα εξής : 

Υποθέτουμε ότι η f είναι φθίνουσα συνάρτηση ως προς την δεύτερη μεταβλητή της. 
Επιλέγω ߯ = ߞ = ߓ −  στην (Ε.1)  οπότε το δεξιό μέλος γίνεται μη θετικό εφόσον f  ߄
φθίνουσα και ικανοποιέι την εξής :   

݂൫ݐ, ൯(ݐ)ܻ − ݂൫ݐ, (ݐ)൯൫ܻ(ݐ)ܼ − ൯(ݐ)ܼ ≤ 0 

Ετσι έχουμε  

  ∫ ݐ݀(ݐ)ߞ(ݐ)ᇱߞ + ା|ଶߞ|  ≤ ାߞߞ
௶

  ⟹ ห
శభหమ

ଶ
− หశหమ

ଶ
+ ା|ଶߞ|   ≤  . ାߞߞ

 

Όμως παρατηρούμε ότι  |ߞ|ଶ − ߞ| − ା|ଶߞ = |ାߞ||ߞ|2 −                                                                                                         ା|ଶ   αρα έχουμεߞ|

                                                หζ୬ାଵหଶ
≤ |ζ୬|ଶ − หζ୬ − ζ୬ାห

ଶ
       ⟹   หζ୬ାଵห ≤ |ζ୬| 

Επομένως έχουμε όντως   

(ାଵݐ)ܻ|                                   − |(ାଵݐ)ܼ ≤ (ݐ)ܻ| −    |(ݐ)ܼ

ή                                 ‖ܻାଵ − ܼାଵ‖ ≤ ‖ܻ − ܼ‖. 

Καταλήξαμε επομένως στο συμπέρασμα ότι η ασυνεχής μέθοδος  του Galerkin είναι          
Β-ευσταθής . 
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ΣΥΓΚΛΙΣΗ 
 

Σκοπός μας είναι να υπολογίσουμε το σφάλμα ݁ = ݕ − ܻ όπου ݕ  η ακριβής λύση 
και Υ η προσέγγιση που δίνει η ασυνεχής μέθοδος Galerkin . Έχουμε εισάγει την ݕ 
να είναι η προβολή της ακριβούς λύσης και με την βοήθεια της γράφουμε το 
σφάλμα e στην μορφή 

݁ = ߩ + ߩ όπου ߠ = ݕ − ߠ    καιݕ = ݕ −  Το πρώτο μέρος εχει ήδη υπολογιστεί . ߓ
αρα απομένει να υπολογίσουμε το θ .  

Θα χρησιμοποιήσουμε τις ακόλουθες σχέσεις : 

                  ∫ ܻᇱ(ݐ)߯(ݐ)݀ݐ +ூ
(ܻା  −  ܻ) ߯ା = ∫ ݂൫ݐ, ூݐ݀(ݐ)൯߯(ݐ)ܻ

   

και τον τύπο της συνέπειας της μεθόδου για την προβολή  ݕ   

                 ∫ Ε(ݐ)߯(ݐ)݀ݐூ
= ∫ ݕ] ᇱ(ݐ) − ,ݐ)݂ ூ((ݐ)ݕ

ݐ݀(ݐ)߯[ + ାݕ)  −  .) ߯ାݕ 

Αφαιρώντας την πρώτη απ’την δεύτερη λαμβάνουμε   

(Σ.1)       ∫ ݐ݀(ݐ)߯(ݐ)ᇱߠ + ାߠ) − )௶ߠ
߯ା = ∫ ൣ݂൫ݐ, ൯(ݐ)ݕ − ݂൫ݐ, ூݐ݀(ݐ)൯൧߯(ݐ)ܻ

 

                                                                              + ∫ Ε(ݐ)߯(ݐ)݀ݐூ
 . 

Επιλέγω ߯ =  : και έχουμε το εξής  ߠ2

         2 ∫ ݐ݀(ݐ)ߠ(ݐ)ᇱߠ + ାߠ) − ାߠ)2ߠ
௶

= ∫ ൣ݂൫ݐ, ൯(ݐ)ݕ − ݂൫ݐ, ூݐ݀(ݐ)ߠ൯൧2(ݐ)ܻ
+

                                                                                              ∫ Ε(ݐ)ݐ݀(ݐ)ߠ2ூ
 

ାଵ|ଶߠ|  ⟹ − ା|ଶߠ|  ା|ଶߠ|2  + − ାߠߠ2 ≤ ܮ2 ∫ ଶ|(ݐ)ߠ|
ூ

ݐ݀ + 2 ∫ Ε(ݐ)ݐ݀(ݐ)ߠூ
  

 

⇒ ାଵ|ଶߠ| ≤ |ା|ଶߠ| − + ାߠߠ2 + ܮ2 ∫ ଶ|(ݐ)ߠ|
ூ

ݐ݀ + 2 ∫ Ε(ݐ)ݐ݀(ݐ)ߠூ
   

ଶఏఏశஸ|ఏ|మ|ାหఏశห
మ

ሳልልልልልልልልልልልልልልልልሰ 

ାଵ|ଶߠ| ≤ |ଶߠ| + ܮ2 ∫ ଶ|(ݐ)ߠ|
ூ

ݐ݀ + 2 ∫ Ε(ݐ)ݐ݀(ݐ)ߠூ
    .   

Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwartz και την αριθμητική-γεωμετρική 
ανισότητα για τον τελευταίο όρο στο δεξιό μέλος παίρνουμε  



 

2 න Ε(ݐ)ݐ݀(ݐ)ߠ
ூ

≤ 2(න (ݐଶ݀|(ݐ)ܧ|
ூ

ଵ
ଶ

(න (ݐଶ݀|(ݐ)ߠ|
ூ

ଵ
ଶ
 

                                                                    ≤ ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ܧ|
+ ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ߠ|

 . 

 

Επομένως με βάση το παραπάνω έχουμε  

ାଵ|ଶߠ|                            ≤ |ଶߠ| + ܮ2) + 1) ∫ ଶ|(ݐ)ߠ|
ூ

ݐ݀ + ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ܧ|
   (Σ.2). 

 

Επιλέγοντας τώρα ߯ =   όπωςߩ και ߩ ෨ συνδέονται με ταߠ και ߠ ෨ στην (Σ.1) (όπου οιߠ
στο λήμμα που χρησιμοποιήσαμε στην απόδειξη της ευστάθειας )  και 
χρησιμοποιώντας τον τύπο (Ε.4) και την συνθήκη Lipschitz λαμβάνουμε την εξής 
σχέση : 

   ∫ ݐ݀(ݐ)෨ߠ(ݐ)ᇱߠ + ෨ାߠାߠ = ߠ
௶

෨ାߠ + ∫ ൣ݂൫ݐ, ൯(ݐ)ݕ − ݂൫ݐ, ூݐ݀(ݐ)෨ߠ൯൧(ݐ)ܻ
 

                                                                              + ∫ Ε(ݐ)ߠ෨(ݐ)݀ݐூ
    ⟹ 

ାଵ|ଶߠ|   + ଵ
 ∫ ூݐ|ଶ݀ߠ|

≤ ෨ାߠߠ2 + ܮ2 ∫ ூݐห݀(ݐ)෨ߠห|(ݐ)ߠ|
+ 2 ∫ Ε(ݐ)ߠ෨(ݐ)݀ݐூ

 . 

Όπως και στην απόδειξη της ευστάθειας θα εφαρμόσουμε την ανισότητα Cauchy-
Schwarz και χρησιμοποιώντας την (Ε.6) οδηγούμαστε στη εκτίμηση 

ାଵ|ଶߠ|         + ଵ
 ∫ ூݐ|ଶ݀ߠ|

≤ ෨ାߠߠ2 + ܮ2 ଵ
ఛభ

∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ߠ|
+ 2 ∫ Ε(ݐ)ߠ෨(ݐ)݀ݐூ

   

≤ |ଶߠ|2ܿ +
1

2ℎ
න ݐଶ݀|(ݐ)ߠ|

ூ

+ ܮ2
1
߬ଵ

න ݐଶ݀|(ݐ)ߠ|
ூ

+ 2 න Ε(ݐ)ߠ෨(ݐ)݀ݐ
ூ

 

      ⟹    ቀ ଵ
ଶ

− ܮ2 ଵ
ఛభ

ቁ ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ߠ|
≤ |ଶߠ|2ܿ + 2 ∫ Ε(ݐ)ߠ෨(ݐ)݀ݐூ

  . 

Όμως απο γνωστές ανισότητες και με βάση την (Ε.6)  έχουμε 

2 ∫ Ε(ݐ)ߠ෨(ݐ)݀ݐூ
 ≤ ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ܧ|

+ ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ߠ|
≤ ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ܧ|

+ ଵ
ఛభమ ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ߠ|

 .  

Οπότε έχουμε  

൬
1

2ℎ − ܮ2
1
߬ଵ

−
1

߬ଵ
ଶ൰ න ݐଶ݀|(ݐ)ߠ|

ூ

≤ |ଶߠ|2ܿ + න ݐଶ݀|(ݐ)ܧ|
ூ

  . 

 



 

Για h αρκετά μικρό ώστε     ଵ
ଶ

− ܮ2 ଵ
ఛభ

− ଵ
ఛభమ ≥ ଵ

ସ
  η παραπάνω μας δίνει 

 

ܮ2)                       + 1) ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ߠ|
≤ ℎܿ̃|ߠ|ଶ + ℎܿ̃ ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ܧ|

    

με ܿ̃ = ܮ2)8ܿ}ݔܽ݉ + 1), ܮ2)4 + 1)}  . 

  Συνδιάζοντας την παραπάνω σχέση με την (Σ.2) λαμβάνουμε     

ାଵ|ଶߠ|                                          ≤ (1 + ℎܿ̃) ቂ|ߠ|ଶ + ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ܧ|
ቃ  . 

 

Απο αυτήν την εκτίμηση, επαγωγικά , συμπαιρένουμε ότι  

|ଶߠ|                      ≤ ݁̃(௧ି) ቈ|ߠ|ଶ + න ݐଶ݀|(ݐ)ܧ|
௧


      ݊ = 1, … , ܰ 

Τώρα ,  ߠ = (ܽ)ݕ − ܻ(ܽ) = ݕ − ݕ = 0 . 

Επίσης σύμφωνα με την εκτίμηση συνέπειας έχουμε  

                                ∫ ௧ݐଶ݀|(ݐ)ܧ|

  ≤ ℎଶܥ ∫ ௧ݐଶ݀|(ݐ)()ݕ|

 .  

Επομένως λαμβάνουμε τελικά  

|ଶߠ|                                   ≤ ̃(௧ି)ℎଶ݁ܥ  ∫ หݕ()(ݐ)หଶ
௧ݐ݀

    

 από την οποία έπεται ότι 

|ߠ| ஸஸேݔܽ݉  ≤ ̃(ି)/ଶℎ݁ܥ√ ቆන ݐଶ݀|(ݐ)()ݕ|
௧


ቇ

ଵ/ଶ

 

ή ισοδύναμα   

ஸஸேݔܽ݉                (ݐ)ݕ|  − |(ݐ)ܻ ≤ ̃(ି)/ଶℎ݁ܥ√ ቀ∫ ௧ݐଶ݀|(ݐ)()ݕ|

 ቁ
ଵ/ଶ

  

που είναι η επιθυμητή εκτίμηση του σφάλματος στους κόμβους . 

 

Επιπλέον θα αποδείξουμε την σύγκλιση σε όλο το διάστημα [ߙ, ܾ] με όμοιο τρόπο 
όπως στην απόδειξη της ευστάθειας. 



 

Κατ’αρχάς γνωρίζουμε ότι 

௧∈ூݑݏ                                    
ଶ|(ݐ)ߠ| ≤ 

 ∫ ଶ|(ݐ)ߠ|
ூ

 . ݐ݀

 

Συνδυάζοντας αυτή την εκτίμηση με την σχέση  

ܮ2)                   + 1) ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ߠ|
≤ ℎܿ̃|ߠ|ଶ + ℎܿ̃ ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ܧ|

     

 λαμβάνουμε 

௧∈ூݑݏ                                    
ଶ|(ݐ)ߠ| ≤ ̃

ଶାଵ
ቂ|ߠ|ଶ + ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)ܧ|

ቃ . 

 

Επομένως αν λάβουμε υπ’όψιν μας την εκτίμηση του σφάλματος στους κόμβους 
που υπολογίσαμε παραπάνω καθώς και την εκτίμηση συνέπειας  

                                      ∫ |Ε(ݐ)|ଶ݀ݐூ
 ≤ ℎଶܥ ∫ ூݐଶ݀|(ݐ)()ݕ|

  

καταλήγουμε στο εξής : 

|(ݐ)ߠ|௧∈[ఈ,]ݑݏ                               ≤ ሚܥ ቂ∫ ݐଶ݀|(ݐ)()ݕ|
 ቃ

ଵ/ଶ
ℎ     

με κατάλληλη σταθερά ܥሚ . 

Τέλος απο γνωστό λήμμα γνωρίζουμε ότι  ݑݏ௧∈ூ
|(ݐ)ߩ| ≤  |(ݐ)()ݕ|௧∈ூݑݏℎܥ√

όποτε καταλήγουμε στην εξής σχέση :  

(ݐ)ݕ|௧∈[ఈ,]ݑݏ                                  − |(ݐ)ߓ ≤    ℎܥ

που είναι η επιθυμητή εκτίμηση του σφάλματος σε όλο το διάστημα [ߙ, ܾ] .  

Σημειώνουμε επίσης ότι στην παραπάνω σχέση υποθέτουμε ότι η ακριβής λύση 
είναι q φορές συνεχώς παραγωγίσιμη στο διάστημα [ߙ, ܾ] . 
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ΥΠΑΡΞΗ  ΚΑΙ ΜΟΝΑΔΙΚΟΤΗΤΑ  
 

Θα αποδείξουμε αρχικά ότι υπάρχουν οι προσεγγιστικές λύσεις της ασυνεχούς 
μεθόδου Galerkin , δηλαδή ότι η προσέγγιση ܻ ∈ ܵ  είναι όντως καλώς ορισμένη, 
και στη συνέχεια ότι είναι μοναδική. 

 Έστω λοιπόν ߓ,  δύο  λύσεις που ικανοποιούν την εξίσωση της ασυνεχούς  ߄
μεθόδου τέτοιες ώστε ߄ = ܻ .Τότε  για την διαφορά τους ߞ = ܻ − ܼ , όπως 
έχουμε αποδείξει στο κεφάλαιο της ευστάθειας , ισχύει  

ାଵ|ଶߞ|              + ଵ
 ∫ ௶ݐଶ݀|(ݐ)ߞ|

≤ ሚାߞߞ2 + ܮ2 ଵ
ఛభ

�∫ ଶ|(ݐ)ߞ|
ூ

�  . ݐ݀

Αφού τώρα ߞ = ܻ − ܼ = 0  έχουμε τελικά 

൬1 −
ܮ2
߬ଵ

ℎ൰ න ݐଶ݀|(ݐ)ߞ|
௶

≤ 0.                               

Για  ℎ < ߬ଵ/(2ܮ), ο συντελεστής στο αριστερό μέλος είναι θετικός και αμέσως 
συμπαιρένουμε ότι ߞ = 0 , δηλαδή ότι ܻ = ܼ. 

Για να αποδείξουμε ύπαρξη της λύσης θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα σταθερού 
σημείου του Brouwer το οποίο μας λέει το εξής : 

Αν ߈  είναι ένα μη κενό, κυρτό, κλειστό και φραγμένο υποσύνολο του ℝ και        
 ݂ ∶ ܭ ⟶  τουλάχιστον ένα ߈ μια συνεχής συνάρτηση , τότε η ݂  έχει στο   ܭ
σταθερό   σημείο , δηλαδή                                                                                                                   

∗ݔ ∃                                     ∈ (∗ݔ)݂  τέτοιο ώστε   ܭ =  .  ∗ݔ

 

Έστω λοιπόν  ݓ ∈ ℙିଵ(ܫ)   και  ݓ ∈ ℙିଵ(ܫ)  το πολυώνυμο παραμβολής της 
συνάρτησης     ℎݐ)/(ݐ)ݓ − ,ݐ   )  στα σημεία του Radauݐ , ݅ = 1, … ,  στο  ݍ
διάστημα       [ݐ , , [ାଵݐ ݐ < ,ଵݐ < ⋯ < ,ݐ =  ାଵ  . Θα προσπαθήσουμε ναݐ
γράψουμε την εξίσωση της μεθόδου σε καταλληλότερη μορφή για τους σκοπούς 
μας γι’αυτο εισάγουμε στον ℙିଵ(ܫ)    το εσωτερικό γινόμενο ως  

,ݑ〉                         〈ݓ = ∫ ,ݑ∀      ݐ݀(ݐ)ݓ(ݐ)ݑ ݓ ∈ூ
ℙିଵ(ܫ) . 

 



 

 

 

Ορίζουμε τώρα την απεικόνιση  

(ܫ)ℙିଵ :ܩ ⟶  ℙିଵ(ܫ) 

(ܻ. ,(ݑ)ܩ〉      (1 〈ݓ = න (ݐ)ᇱݑൣ − ݂൫ݐ, ൯൧(ݐ)ݑ
ூ

ݐ݀(ݐ)ݓ + ାݑ) − ܻ)ݓ ା, 

για κάθε   ݑ, ݓ ∈ ℙିଵ(ܫ) . 

Όμως το (ݑ)ܩ είναι πολυώνυμο βαθμού το πολύ ݍ − 1 άρα γράφεται στην μορφή  

(ݐ)(ݑ)ܩ = ܽ + ܽଵݐ + ⋯ + ܽିଵݐିଵ 

και λαμβάνοντας υπ’όψιν το γεγονός ότι ικανοποιείται η (Υ.1) για τις συναρτήσεις 
(ݐ)ݓ = ݐ  , ݆ = 0, … , ݍ − 1 ,οι οποίες αποτελούν βάση του ℙିଵ(ܫ) , 
διαπιστώνουμε ότι το πρόβλημα (Υ.1) μπορεί να γραφεί ως γραμμικό σύστημα ݍ 
εξισώσεων με ݍ αγνώστους. Έχουμε επομένως ενα σύστημα ο πίνακας του οποίου 
είναι πίνακας του Gram για τις ανεξάρτητες συναρτήσεις ݓ, … ,  , ିଵ , συνεπώςݓ
αντιστρέψιμος. Αρα μπορούμε να γράψουμε την (Ε.1) ισοδύναμα στην μορφή  

(ܻ)ܩ = 0 .                  

Αρκεί επομένως να βρούμε το σημείο Y το οποίο μηδενίζει την συνάρτηση.Σύμφωνα 
με την (ܻ. 1) , για   ݑ ∈ ℙିଵ(ܫ)  ,έχουμε 

,(ݑ)ܩ〉             〈ݑ = ∫ ݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ)ᇱݑ + ାݑାݑ − ∫ ݂൫ݐ, ݐ݀(ݐ)ݑ൯(ݐ)ݑ − ܻݑା .ூூ
            

Όμως απο την (Ε.4) έχουμε 

(ܻ. ,(ݑ)ܩ〉     (2 〈ݑ ≥
1
2

ାଵ|ଶݑ| +
1

2ℎ
න ݐଶ݀|(ݐ)ݑ| −

ூ

න ݂൫ݐ, ݐ݀(ݐ)ݑ൯(ݐ)ݑ − ܻݑା .
ூ

 

Χρησιμοποιώντας την συνθήκη Lipschitz και την ανισότητα των  Cauchy-Schwarz 
έχουμε 

        ቚ∫ ݂൫ݐ, ூ ݐ݀(ݐ)ݑ൯(ݐ)ݑ
ቚ = ቚ∫ ൣ݂൫ݐ, ൯(ݐ)ݑ − ,ݐ)݂ 0)൧ݑ(ݐ)݀ݐ − ∫ ,ݐ)݂ ூ௶ݐ݀(ݐ)ݑ(0

ቚ 

                                                 ≤ ܮ ∫ ݐ݀|(ݐ)ݑ||(ݐ)ݑ| + ∫ ,ݐ)݂| ூூݐ݀|(ݐ)ݑ||(0
  

 ≤ ቆන ݐଶ݀|(ݐ)ݑ|
ூ

ቇ
ଵ/ଶ

ቆන ݐଶ݀|(ݐ)ݑ|
ூ

ቇ
ଵ/ଶ

 



+ ቆන ,ݐ)݂| 0)|ଶ݀ݐ
ூ

ቇ
ଵ/ଶ

ቆන ݐଶ݀|(ݐ)ݑ|
ூ

ቇ
ଵ/ଶ

. 

 

Επομένως, σύμφωνα με την (Ε.6) και την αριθμητική-γεωμετρική ανισότητα , 

        ቤන ݂൫ݐ,  ݐ݀(ݐ)ݑ൯(ݐ)ݑ
ூ

ቤ

≤
ܮ
߬ଵ

න ݐଶ݀|(ݐ)ݑ| +
1
߬ଵ

ቆන ,ݐ)݂| 0)|ଶ݀ݐ
௶

ቇ
ଵ/ଶ

ቆන ݐଶ݀|(ݐ)ݑ|
ூ

ቇ
ଵ/ଶ

௶

 

           ≤
ܮ + 1

߬ଵ
න ݐଶ݀|(ݐ)ݑ|

ூ

+
1

4߬ଵ
න ,ݐ)݂| 0)|ଶ݀ݐ

௶

 

⇔   − න ݂൫ݐ, ݐ݀(ݐ)ݑ൯(ݐ)ݑ ≥ −
௶

ܮ + 1
߬ଵ

න ݐଶ݀|(ݐ)ݑ|
ூ

−
1

4߬ଵ
න ,ݐ)݂| 0)|ଶ݀ݐ

௶

 . 

 

Απομένει να υπολογίσουμε τον τελευταιό όρο της (Υ.2) . Προφανώς , 

|ܻݑା| ≤ ܿ|ܻ|ଶ +
1

4ℎ
          ା|ଶݑ|

για οποιαδήποτε θετική σταθερά ܿ , οπότε , σύμφωνα με την (Ε.5) , 

|ܻݑା| ≤ ܿ|ܻ|ଶ +
1

4ℎ
න    ݐଶ݀|(ݐ)ݑ|

௶

  

⇒   −ܻݑା ≥ −ܿ|ܻ|ଶ −
1

4ℎ
න   . ݐଶ݀|(ݐ)ݑ|

௶

 

Τώρα ,σύμφωνα με τους παραπάνω υπολογισμούς , η (Υ.2) δίνει 

,(ݑ)ܩ〉    〈ݑ ≥ ൬
1

4ℎ −
ܮ + 1

߬ଵ
൰ න ݐଶ݀|(ݐ)ݑ|

ூ

− ܿ|ܻ|ଶ −
1

4߬ଵ
න ,ݐ)݂| 0)|ଶ݀ݐ .  

௶

 

Για   ℎ < ߬ଵ/(4ܮ + 4) ο συντελεστής του πρώτου όρου στο δεξιό μέλος είναι 
θετικός , οπότε για ݑ με αρκετά μεγάλη νόρμα συμπεραίνουμε ότι    〈(ݑ)ܩ, 〈ݑ ≥ 0 . 
Έχουμε επομένως ,σύμφωνα με το θεώρημα σταθερού σημείου του Brouwer , την 
ύπαρξη ενος σημείου στο οποίο μηδενίζεται η ܩ. 
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